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Resumen
En esta Tesis estudiamos el proceso de transicio´n cua´ntico-cla´sica en teor´ıa de campos. Exten-
diendo el formalismo de la funcional de influencia de Feynman y Vernon, estudiamos el proceso
de pe´rdida de coherencia para campos autointeractuantes en espacios planos y para modelos de
gravedad cua´ntica.
En primer lugar, despue´s de destacar los principales resultados para una part´ıcula Browniana
cua´ntica acoplada a un entorno de osciladores armo´nicos, consideramos una teor´ıa de campos con
autointeraccio´n en el espacio de Minkowski. Calculamos una accio´n efectiva de granulado grueso
integrando los modos del campos cuyas longitudes de onda sean menores que cierta longitud cr´ıtica.
A partir de esta accio´n efectiva obtenemos la ecuacio´n de evolucio´n para la matriz densidad
reducida. Calculamos los coeficientes de difusio´n de esta ecuacio´n y analizamos el proceso de
pe´rdida de coherencia para las longitudes de onda mayores que la cr´ıtica. Luego, con el objeto
de analizar la formacio´n de estructuras en modelos inflacionarios, generalizamos los resultados
a campos acoplados conformemente a la me´trica de de Sitter. Mostramos que la pe´rdida de
coherencia es efectiva si la longitud de onda cr´ıtica es mayor que el radio de Hubble.
Por otro lado, estudiamos el l´ımite cla´sico en modelos de gravedad escalar-tensorial en dos
dimensiones. Analizamos diferentes acoplamientos entre el campo dilato´nico y el campo de ma-
teria. Discutimos el proceso de radiacio´n de Hawking en los distintos modelos. A partir de un
ca´lculo exacto de la funcional de influencia, estudiamos las condiciones bajo las cuales es posible
que la pe´rdida de coherencia sea efectiva en me´tricas cosmolo´gicas para asegurar la validez de la
aproximacio´n semicla´sica.
Finalmente estudiamos modelos en cuatro dimensiones donde campos masivos se acoplan a
la geometr´ıa del espacio-tiempo de manera arbitraria. Calculamos las ecuaciones de Einstein-
Langevin para estudiar el efecto de las fluctuaciones cua´nticas inducidas por los campos de materia
sobre la geometr´ıa cla´sica.
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Abstract
In this Thesis we study the quatum to classical transition process in the context of quantum
field theory. Extending the influence functional formalism of Feynman and Vernon, we study the
decoherence process for self-interacting quantum fields in flat space. We also use this formalism
for arbitrary geometries to analyze the quantum to classical transition in quantum gravity.
After summarizing the main results known for the quantum Brownian motion, we consider
a self-interacting field theory in Minkowski spacetime. We compute a coarse grained effective
action by integrating out the field modes with wavelength shorter than a critical value. From this
effective action we obtain the evolution equation for the reduced density matrix (master equation).
We compute the diffusion coefficients for this equation and analyze the decoherence induced on
the long- wavelength modes. We generalize the results to the case of a conformally coupled scalar
field in de Sitter spacetime. We show that the decoherence is effective as long as the critical
wavelength is taken to be not shorter than the Hubble radius.
On the other hand, we study the classical limit for scalar-tensorial models in two dimensions.
We consider different couplings between the dilaton and the scalar field. We discuss the Hawking
radiation process and, from an exact evaluation of the influence functional, we study the conditions
by which decoherence ensures the validity of the semiclassical approximation in cosmological
metrics.
Finally we consider four dimensional models with massive scalar fields, arbitrary coupled to
the geometry. We compute the Einstein-Langevin equations in order to study the effect of the
fluctuations induced by the quantum fields on the classical geometry.
Keywords:
Quantum to classical transition - Quantum field theory - Semiclassical gravity - Decoherence
- Black holes - Cosmology
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Cap´ıtulo 1
Introduccio´n
La motivacio´n fundamental de la presente Tesis es avanzar en la comprensio´n del origen y de
los mecanismos por los cuales la transicio´n cua´ntico-cla´sica tiene lugar en teor´ıa de campos. En
particular, utilizando una extensio´n del formalismo de la funcional de influencia de Feynman y
Vernon para teor´ıa de campos, estudiamos este proceso para campos escalares en el espacio de
Minkowski y para campos escalares acoplados a geometr´ıas arbitrarias con el objeto de entender
la transicio´n “a lo cla´sico” de modelos de gravedad cua´ntica.
La meca´nica cua´ntica es una de las teor´ıas ma´s exitosas de la historia de la f´ısica: todas sus
predicciones concuerdan con los experimentos con gran precisio´n y su aplicacio´n ha transformado
el mundo tecnolo´gico en diferentes a´reas. Por otra parte, su dominio de validez es notablemente
amplio ya que se utiliza tanto para explicar la estructura de las estrellas de neutrones como
tambie´n para predecir las observaciones de experiencias que involucran part´ıculas elementales que
interactu´an a muy altas energ´ıas.
Si bien la meca´nica cua´ntica es imprescindible para una descripcio´n microsco´pica de la na-
turaleza, con la meca´nica cla´sica bastar´ıa, en principio, para describir el comportamiento de sis-
temas a escalas macrosco´picas. Esta afirmacio´n esta´ basada fundamentalmente en nuestro “sentido
comu´n”: a escala macrosco´pica las cosas “suceden” o “no suceden” y los objetos materiales siem-
pre tienen propiedades bien definidas. La f´ısica cla´sica esta´ compuesta por un conjunto de axiomas
compatibles con este tipo de afirmaciones. En cambio la meca´nica cua´ntica es, a primera vista,
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incompatible con ellas: no es posible asignar propiedades bien definidas a los sistemas f´ısicos a
menos que estas propiedades sean medidas. Pero la meca´nica cua´ntica es absolutamente necesaria
para explicar muchos feno´menos au´n a escala macrosco´pica, como los propios de las estrellas de
neutrones antes mencionadas.
En general, para que un sistema cua´ntico pueda considerarse como cla´sico hay, al menos,
dos condiciones que deben satisfacerse. Por un lado, la funcio´n de onda debe predecir que las
variables cano´nicas este´n fuertemente correlacionadas de acuerdo a las leyes cla´sicas, o alguna
distribucio´n constru´ıda a partir de ella (como ser la funcional de Wigner) debe presentar un
“pico” alrededor de una o un conjunto de configuraciones cla´sicas. Para ciertas funciones de onda
que se describen frecuentemente como “semicla´sicas”, se puede demostrar que predicen una fuerte
correlacio´n entre las coordenadas y los momentos. Entonces, nos referiremos a esta condicio´n
simplemente como correlacio´n. Por otro lado, la segunda condicio´n es que la interferencia entre
las distintas configuraciones cla´sicas debe ser despreciable, de modo tal que sea posible decir que
el sistema esta´ en cierto estado definido, entre los muchos estados posibles. Esto involucra una
pe´rdida de coherencia, es decir la destruccio´n de los elementos no-diagonales de la matriz densidad,
que representan los te´rminos de interferencia.
El conflicto aparente entre la meca´nica cua´ntica y nuestro sentido comu´n se basa en el hecho
de que los efectos de interferencia cua´ntica entre estados macrosco´picamente distinguibles no son
observados en la naturaleza. En todos esos casos, la interferencia cua´ntica esta´ ausente y las
probabilidades pueden sumarse, al igual que en la meca´nica cla´sica. Por otro lado, existe cierta
ambigu¨edad cuando queremos establecer claramente la “frontera” entre lo que consideramos como
cua´ntico y aquello que llamamos cla´sico, por lo tanto el entendimiento de esta transicio´n es de
gran importancia en muchas ramas de la f´ısica.
En general la inexistencia de interferencia cua´ntica entre estados macrosco´picamente distin-
guibles puede ser explicada como consecuencia del proceso de pe´rdida de coherencia. Este proceso
considera como aspecto fundamental que los objetos macrosco´picos siempre interactu´an con un
entorno formado por un gran nu´mero de variables irrelevantes. Esta interaccio´n es la que produce
que los efectos de interferencia cua´ntica desaparezcan muy ra´pidamente [1, 2, 3] y emerja una
descripcio´n en te´rminos de variables cla´sicas de lo que en principio era un sistema cua´ntico.
3Por lo tanto, modelando en forma realista la interaccio´n entre sistemas macrosco´picos y sus
entornos es posible tener una nocio´n clara de cua´n eficiente es el mecanismo de pe´rdida de co-
herencia y cua´l es la escala de tiempo en la que e´ste actu´a. En particular, se ha comprobado en
varios ejemplos que la pe´rdida de coherencia puede tener lugar en tiempos mucho ma´s cortos que
aquellos para los cuales el entorno comienza a producir efectos disipativos. En consecuencia no es
dif´ıcil entender el motivo por el cual no se observa interferencia cua´ntica de objetos macrosco´picos.
Entre las motivaciones principales que llevaron a tratar de entender el proceso de pe´rdida de
coherencia podemos mencionar, en primer lugar, al estudio de la dina´mica de la transicio´n del
re´gimen cua´ntico al cla´sico: entender co´mo y cua´ndo un sistema deja de comportarse cua´nticamente
(exhibiendo interferencias) para pasar a hacerlo cla´sicamente. En este contexto, reviste gran in-
tere´s la comprensio´n del proceso de transicio´n cua´ntico-cla´sica en cosmolog´ıa cua´ntica, el cual
involucra pe´rdida de coherencia, procesos disipativos y correlaciones. Este estudio se encuadra
principalmente en la fundamentacio´n de la aproximacio´n semicla´sica de la gravedad cua´ntica,
donde consideramos campos de naturaleza cua´ntica acoplados a una geometr´ıa del espacio-tiempo
que es cla´sica. Esta aproximacio´n contiene efectos muy interesantes como, por ejemplo, la creacio´n
de part´ıculas, que a su vez tiene un rol preponderante en la transicio´n cua´ntico-cla´sica.
Los problemas antes mencionados indican la necesidad de un mejor entendimiento de la natu-
raleza y estructura de los sistemas cua´nticos abiertos, especialmente para teor´ıa cua´ntica de cam-
pos. La relacio´n entre los procesos estad´ısticos y cua´nticos que involucran ruido y fluctuaciones,
tales como disipacio´n, pe´rdida de coherencia, correlaciones y creacio´n de part´ıculas debieron estar
presentes en el Universo temprano, y su consecuente evolucio´n debio´ estar signada por la influencia
de e´stos hasta arribar a nuestro Universo actual, que se comporta cla´sicamente.
Particularmente, distintas teor´ıas pretenden explicar la formacio´n de las estructuras en el Uni-
verso (galaxias, cu´mulos, etc) a partir de las inhomogeneidades primordiales, las cuales aparecieron
debido a las fluctuaciones cua´nticas de los campos de materia. Es posible que las fluctuaciones
cua´nticas se hayan convertido en perturbaciones cla´sicas debido a la expansio´n del Universo. Por
lo tanto, la pe´rdida de coherencia de las inhomogeneidades primordiales ser´ıa la consecuencia de
una combinacio´n entre la expansio´n del Universo y la existencia de interacciones no lineales que
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generan un acoplamiento entre aquellas inhomogeneidades que alcanzan la escala macrosco´pica y
aquellas que nunca crecen lo suficiente (las cuales conforman un entorno efectivo para las primeras).
Por otro lado, y con el objeto de estudiar en detalle la frontera entre lo cua´ntico y lo cla´sico,
es posible concebir experiencias de “pe´rdida de coherencia controlada” en las que se controla con
precisio´n la intensidad de la interaccio´n entre el sistema cua´ntico y su entorno. Cuando podemos
considerar el acoplamiento como de´bil, el sistema manifiesta interferencias, mientras que cuando
el proceso de pe´rdida de coherencia es efectivo se comporta en forma cla´sica. Recientemente
se han realizado experiencias utilizando sistemas de iones atrapados en los que, mediante una
combinacio´n de campos electromagne´ticos, se confina en el espacio a un conjunto de iones que
permanece aislado de todo entorno (gracias a que los iones son enfriados lo suficiente). El entorno
esta´ formado por los modos del campo electromagne´tico debido a la aplicacio´n de la´seres; y es la
frecuencia de e´stos la que controla la transicio´n cua´ntico-cla´sica [4].
El proceso inverso, aislar suficientemente a un sistema macrosco´pico hasta que se comporte
cua´nticamente no es tan sencillo. Sin embargo existen propuestas de utilizar superconductores
para observar efectos cua´nticos macrosco´picos, dado que estos materiales presentan importantes
efectos colectivos que involucran la accio´n coherente de un gran nu´mero de part´ıculas [5].
Como mencionamos al inicio de esta Introduccio´n, el objetivo principal en este trabajo consiste
en estudiar el proceso de pe´rdida de coherencia en teor´ıa de campos como primer paso hacia
el entendimiento global de la transicio´n cua´ntico-cla´sica en dicho contexto. En el Cap´ıtulo 2
utilizamos una part´ıcula Browniana cua´ntica acoplada a un entorno de osciladores armo´nicos,
como ejemplo para desarrollar un formalismo adecuado para estudiar sistemas cua´nticos abiertos.
Este formalismo, desarrollado por Feynman y Vernon [6] es muy u´til para describir los efectos
disipativos y difusivos, caracter´ısticos de este tipo de modelos. Calculamos la ecuacio´n maestra
que da la evolucio´n de la matriz densidad reducida, la cual se obtiene integrando los grados
de libertad correspondientes al entorno. A partir de la ecuacio´n maestra podemos analizar la
aparicio´n de efectos de ruido y disipacio´n (debidos al acoplamiento con el entorno) que producen
la transicio´n al re´gimen cla´sico de la part´ıcula Browniana. Tambie´n mostramos la deduccio´n de
la ecuacio´n de movimiento semicla´sica y de la ecuacio´n asociada de Langevin. Los resultados de
este cap´ıtulo esta´n basados, fundamentalmente en las referencias [15] y [23].
5En el Cap´ıtulo 3, extendemos el formalismo de la funcional de influencia de Feynman y Vernon
a teor´ıa de campos. Consideramos un campo escalar con autointeraccio´n del tipo λφ4. Intro-
duciendo una escala artificial en el modelo, separamos los modos de dicho campo entre los modos
de longitud de onda mayor y menor que la escala introducida. De esta manera podemos evaluar
(mediante ca´lculos perturbativos) la ecuacio´n maestra asociada a los modos de longitud de onda
mayor que la longitud cr´ıtica; luego de haber integrado los modos de longitud de onda corta, los
que consideramos como entorno. Estudiando los coeficientes de difusio´n de la ecuacio´n maestra
analizamos el proceso de pe´rdida de coherencia de los diferentes modos del “campo-sistema”.
Este modelo desarrollado en el espacio de Minskowski, lo extendemos a espacios curvos con
el objeto de mostrar que la pe´rdida de coherencia es realmente efectiva para aquellos modos
del campo escalar cuya longitud de onda sea mayor que el radio de Hubble en el espacio de de
Sitter. Esto es importante para los modelos que intentan explicar la formacio´n de estructuras en
cosmolog´ıa a partir de las fluctuaciones de los campos de materia cua´nticos. Todo el Cap´ıtulo 3
esta´ basado en el trabajo [30].
Llegado a este punto comenzamos el estudio de campos cua´nticos en espacios curvos, a los
efectos de analizar el l´ımite semicla´sico en gravedad cua´ntica. En el Cap´ıtulo 4 estudiamos el l´ımite
semicla´sico en modelos de gravedad escalar-tensorial en dos dimensiones. Analizamos diferentes
acoplamientos entre el campo dilato´nico y el campo de materia. Estudiamos el proceso de radiacio´n
de Hawking en los distintos modelos. A partir de un ca´lculo exacto de la funcional de influencia
discutimos las condiciones bajo las cuales es posible que la pe´rdida de coherencia sea efectiva en
me´tricas cosmolo´gicas para asegurar la validez de la aproximacio´n semicla´sica. Este cap´ıtulo esta´
basado en [66] y [67].
Luego, en el Cap´ıtulo 5 estudiamos modelos ma´s realistas en 3+1 dimensiones. Con el objeto
de entender la influencia de los campos cua´nticos de materia sobre la geometr´ıa cla´sica del espacio-
tiempo, evaluamos las llamadas ecuaciones de Einstein-Langevin para un campo escalar masivo
con acoplamiento arbitrario a la geometr´ıa [62].
Finalmente en el Cap´ıtulo 6 resumimos nuestras conclusiones.
Cap´ıtulo 2
El movimiento Browniano cua´ntico
La relajacio´n te´rmica de sistemas en interaccio´n con entornos ha sido un tema de gran intere´s
en meca´nica estad´ıstica por mucho tiempo. En particular, es importante notar que la propia
descripcio´n de la relajacio´n de sistemas cua´nticos acoplados a un entorno, tambie´n debe ser ana-
lizada por medio de la meca´nica cua´ntica [7]. Las situacio´n ma´s simple que podemos considerar
en este contexto es aquella del movimiento Browniano de un oscilador armo´nico cua´ntico en un
entorno de la misma naturaleza. Los modelos de movimiento Browniano cua´ntico proveen un
ejemplo t´ıpico de sistemas cua´nticos abiertos, y han sido muy utilizados para el entendimiento de
la teor´ıa de medicio´n en meca´nica cua´ntica [1], o´ptica cua´ntica [8] y pe´rdida de coherencia [9], por
citar so´lo algunos de los intereses que presentan estos modelos. El objeto central de estudio es la
ecuacio´n maestra para la matriz densidad reducida de la part´ıcula Browniana, que se obtiene luego
de integrar los grados de libertad correspondientes al entorno. Una gran cantidad de trabajos en
esta direccio´n han sido hechos en el pasado [10, 11, 12, 13, 14]. La derivacio´n ma´s general de
esta ecuacio´n maestra es la efectuada por B.L. Hu, J.P. Paz y Y. Zhang [15], donde utilizaron la
funcional de influencia de Feynman y Vernon [6] provista por te´cnicas de integrales de camino, lo
cual es de gran utilidad para extender el formalismo a teor´ıas de campos, que es uno de nuestros
objetivos fundamentales.
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2.1 El modelo: sistema y entorno
El modelo esta´ compuesto por una part´ıcula Browniana de masa M y frecuencia natural Ω,
acoplada a un entorno representado por un conjunto de osciladores armo´nicos de masa mn y
frecuencia natural ωn. La part´ıcula esta´ acoplada a cada uno de los osciladores del entorno con
una constante de acoplamiento λn. La accio´n total del sistema-entorno esta´ dada por
S[x, q] = S[x] + SE[q] + Sint[x, q]
=
∫ t
0
ds
[
1
2
M(x˙2 − Ω2x2) +
∑
n
[
1
2
mn(q˙
2
n − ω2nq2n)]−
∑
n
λnxqn
]
, (2.1)
donde x y qn son las coordenadas de la part´ıcula y de los osciladores respectivamente. Debemos
sen˜alar que por simplicidad en este cap´ıtulo, so´lo nos referiremos a este tipo de acoplamiento
lineal entre sistema y entorno. Nuestro objetivo fundamental es introducir el formalismo que
luego emplearemos en teor´ıa de campos, donde los acoplamientos sera´n ma´s complicados. La
ventaja de este modelo es que la ecuacio´n maestra puede obtenerse en forma exacta para todo
tipo de entorno a considerarse [15, 16]. Acoplamientos ma´s generales (xkqmn ) han sido considerados
en la literatura, donde la ecuacio´n maestra ha sido obtenida perturbativamente [17].
En este modelo de movimiento Browniano, la evolucio´n del sistema combinado (sistema-
entorno), puede caracterizarse por cuatro escalas de tiempo diferentes: la primera esta´ asociada a
la frecuencia natural de la part´ıcula aislada Ω; la segunda esta´ representada por el tiempo de rela-
jacio´n (caracterizado por el acoplamiento entre la part´ıcula y el entorno); la tercera corresponde
al “tiempo de memoria” del entorno (en general asociado a la frecuencia ma´s alta presente en el
entorno) y finalmente la escala de tiempo asociada con la temperatura del entorno, que mide la
importancia relativa entre los efectos cua´nticos y te´rmicos.
El efecto del entorno sobre la dina´mica del sistema esta´ caracterizado por los feno´menos de
fluctuacio´n y disipacio´n. Estos efectos pueden determinarse por una propiedad totalmente es-
pec´ıfica del entorno: la densidad espectral I(ω). Esta densidad da el nu´meros de osciladores con
2.2. Funcional de influencia de Feynman y Vernon 9
una dada frecuencia y para una magnitud espec´ıfica λn de la constante de acoplamiento, presentes
en el entorno,
I(ω) =
∑
n
δ(ω − ωn) λ
2
n
2mnωn
. (2.2)
Por lo tanto, dando la densidad I(ω) y el estado inicial del entorno, tanto la disipacio´n como las
fluctuaciones quedan un´ıvocamente determinadas, como podremos ver en la siguiente seccio´n.
Diferentes I(ω) clasifican a los diferentes tipos de entornos; la constante de acoplamiento se
ajusta a la frecuencia del entorno, como por ejemplo λn = mnω
α
n para cada modelo de entorno [11].
Por razones f´ısicas, uno no espera que un entorno real contenga un nu´mero infinito de frecuencias,
y en general se introduce una escala arbitraria, que llamaremos frecuencia de corte Λ, que volvera´
cero a la densidad espectral para aquellas frecuencias mayores que esta frecuencia de corte; es
decir I(ω) → 0 cuando ω > Λ. Por lo tanto, la escala de tiempo asociada a la memoria del
entorno, mencionada en un pa´rrafo anterior, queda determinada por la inversa de esta frecuecia
de corte. El entorno se conoce usualmente como o´hmico [10] si la densidad espectral es tal que
I(ω) ≈ ω (ω < Λ); suprao´hmico si I(ω) ≈ ωα para α > 1 o subo´hmico si α < 1. Es simple ver que
el caso o´hmico (que es el ma´s estudiado en general) corresponde a la situacio´n f´ısica en la que el
entorno induce una fuerza lineal con la velocidad sobre el sistema. En este cap´ıtulo se utilizara´ la
siguiente expresio´n expl´ıcita para la densidad espectral [15]
I(ω) =
2
π
Mγ0ω
(
ω
Λ
)α−1
e−
ω2
Λ2 , (2.3)
donde con γ0 representamos la constante de relajacio´n del entorno que corresponde a la frecuencia
asociada al acoplamiento entre sistema y entorno [5].
2.2 Funcional de influencia de Feynman y Vernon
El problema central de estudio en esta seccio´n es desarrollar un formalismo general que nos permita
encontrar todos los efectos cua´nticos de un entorno sobre nuestro sistema de intere´s. En trabajos
previos, la ecuacio´n de evolucio´n para la matriz densidad reducida fue calculada bajo ciertas
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aproximaciones, como por ejemplo para entornos a temperatura arbitraria pero so´lo en el caso
o´hmico [9]; o en el l´ımite de alta temperatura [10]. En esta seccio´n mostramos una representacio´n
funcional del operador de evolucio´n de la matriz densidad reducida, que nos permitira´ obtener la
ecuacio´n maestra exacta para un entorno general.
El operador matriz densidad ρˆ evoluciona unitariamente bajo la accio´n del operador de evolucio´n
J(t, t0), por lo tanto
ρˆ(t) = J(t, t0)ρˆ(t0), (2.4)
es la ecuacio´n de evolucio´n para la matriz densidad total ρˆ. Utilizando la representacio´n de la
integral de caminos [18], este propagador puede escribirse como
J(x, q, x′, q′; t|xi, qi, x′i, q′i; t0) = U(x, q; t|xi, qi; t0)U∗(x′, q′; t|x′i, q′i; t0)
=
∫ x
xi
Dx
∫ q
qi
Dq exp
[
i
h¯
S[x, q]
] ∫ x′
f
x′
i
Dx′
∫ q′
q′
i
Dq′ exp
[
− i
h¯
S[x′, q′]
]
, (2.5)
donde U es el operador de evolucio´n de la funcio´n de onda. Las integrales funcionales del segundo
te´rmino de la ecuacio´n esta´n realizadas sobre todas las posibles historias compatibles con las
condiciones de contorno. Con q estamos representando las coordenadas del conjunto completo de
osciladores presentes en el entorno (qn); y con i notamos las variables en el instante inicial.
La matriz densidad reducida esta´ definida como
ρr(x, x
′) =
∫ +∞
−∞
dq
∫ +∞
−∞
dq′ρ(x, q|x′, q′)δ(q − q′), (2.6)
por lo tanto, su evolucio´n temporal esta´ regida por un operador evolucio´n reducido Jr, definido
como:
ρr(x, x
′; t) =
∫ +∞
−∞
dxi
∫ +∞
−∞
dx′i Jr(x, x
′; t|xi, x′i; t0) ρr(xi, x′i; t0). (2.7)
Considerando como condicio´n inicial que el sistema y el entormo no esta´n correlacionados [15],
ρˆ(t0) = ρˆsist(t0)⊗ ρˆent(t0), el operador de evolucio´n reducido adopta la forma
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Jr(xf , x
′
f ; t|xi, x′i; t0) =
∫ xf
xi
Dx
∫ x′
f
x′
i
Dx′ exp
[
i
h¯
(S[x]− S[x′])
]
F [x, x′]
=
∫ xf
xi
Dx
∫ x′
f
x′
i
Dx′ exp
[
i
h¯
A[x, x′]
]
, (2.8)
donde con el sub-´ındice f denotamos a las variables en el momento final de la evolucio´n. A[x, x′] es
la llamada “accio´n efectiva” para el sistema cua´ntico abierto y F [x, x′] es la funcional de influencia
de Feynman y Vernon, definida expl´ıcitamente como [6]
F [x, x′] =
∫ +∞
−∞
dqf
∫ +∞
−∞
dqi
∫ +∞
−∞
dq′i
∫ qf
qi
Dq
∫ q′
f
q′
i
Dq′ exp
[
i
h¯
(Sent[q] + Sint[x, q])
]
× exp
[
− i
h¯
(Sent[q
′] + Sint[x
′, q′])
]
ρent(qi, q
′
i; t0)
= exp
[
i
h¯
δA[x, x′]
]
, (2.9)
donde llamamos δA[x, x′] a la accio´n de influencia. En consecuencia la accio´n efectiva para el
sistema cua´ntico abierto es A[x, x′] = S[x]− S[x′] + δA[x, x′].
Debido a la estructura de esta funcional, podemos interpretar a las historias x y x′ como
movie´ndose hacia el futuro y pasado, respectivamente (gracias a la diferencia de signo que aparece
en cada exponencial). Esta observacio´n permite sen˜alar la similitud entre el formalismo de la
funcional de influencia y el de la funcional generatriz de camino temporal cerrado (CTC) [19]
(similitud que utilizaremos en los cap´ıtulo 4 y 5). Las reglas de Feynman que se deducen a partir
del formalismo CTC son muy u´tiles para calcular la funcional de influencia en teor´ıa de campos.
Gracias a la condicio´n inicial en la que no existen correlaciones, la funcional de influencia so´lo
depende del estado inicial del entorno. En este ejemplo mostramos la funcional F [x, x′] para un
entorno que inicialmente esta´ en equilibrio termodina´mico a temperatura β−1 (condiciones ma´s
generales acerca de la condicio´n de equilibrio entre el sistema y el entorno pueden encontrarse en
la Ref. [12]; acerca de condiciones iniciales con correlaciones consultar las Refs. [11, 20]). Para las
presentes condiciones iniciales, la funcional de influencia puede calcularse exactamente [6, 10, 15].
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El resultado es:
F [x, x′] = exp
[
− i
h¯
∫ t
0
ds1
∫ s1
0
ds2[x(s1)− x′(s1)]η(s1 − s2)[x(s2) + x′(s2)]
−1
h¯
∫ t
0
ds1
∫ s1
0
ds2[x(s1)− x′(s1)]ν(s1 − s2)[x(s2)− x′(s2)]
]
. (2.10)
Los nu´cleos η y ν, son en general no-locales en el tiempo y esta´n definidos como
ν(s) =
∫ +∞
0
dωI(ω)coth
βh¯ω
2
cosωs, (2.11)
η(s) =
d
ds
γ(s), (2.12)
donde
γ(s) =
∫ +∞
0
dω
I(ω)
ω
cosωs. (2.13)
Dada la expresio´n de la funcional de influencia en te´rminos de los nu´cleos η y ν, podemos
escribir la accio´n de influencia como
δA[x, x′] = −2
∫ t
0
ds1
∫ s1
0
ds2∆(s1)η(s1 − s2)Σ(s1)
+ i
∫ t
0
ds1
∫ s1
0
ds2∆(s2)ν(s1 − s2)∆(s2), (2.14)
donde hemos introducido las variables: ∆ = x− x′ y Σ = 1/2(x + x′).
Las partes real e imaginaria de la accio´n efectiva A[x, x′] pueden interpretarse como respon-
sables de la disipacio´n y el ruido, respectivamente. Los nu´cleos de ruido y disipacio´n esta´n siempre
relacionados por una ecuacio´n integral conocida como la relacio´n de fluctuacio´n-disipacio´n [14].
Para el caso del movimiento Browniana cua´ntico, esta relacio´n puede escribirse como
ν(s) =
∫ +∞
−∞
ds′K(s− s′)γ(s′), (2.15)
donde el nucleo K(s) esta´ definido por
K(s) =
∫ +∞
0
dω
ω
π
coth
βh¯ω
2
cosωs. (2.16)
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En el l´ımite cla´sico de muy altas temperaturas, el nucleo K es proporcional a una funcio´n
delta de Dirac, K(s) = 2kBTδ(s) y la relacio´n de fluctuacio´n-disipacio´n no es ma´s que la relacio´n
de Einstein usual.
La ecuacio´n de movimiento para la part´ıcula Browniana puede deducirse a partir de la accio´n
efectiva A[x, x′] mediante δA[x,x
′]
δx
∣∣∣
x=x′
= 0,
x¨(t) + Ω2x(t) + 2
∫ t
0
dsη(s − t)x(s) = 0, (2.17)
que en este caso corresponde a haber efectuado un promedio sobre todas las posibles realizaciones
del ruido. Para poner de manifiesto este hecho podemos escribir la parte imaginaria de la accio´n
de influencia en te´rminos de una fuerza estoca´stica ξ, acoplada al sistema y definida por una
distribucio´n de probabilidad gaussiana
P [ξ(t)] = Nξ exp
{
−1
2
∫ t
0
ds1
∫ s1
0
ds2ξ(s1)ν(s1 − s2)−1ξ(s2)
}
, (2.18)
donde Nξ es una constante de normalizacio´n. Por lo tanto, la parte imaginaria de la accio´n efectiva
puede escribirse en funcio´n de la fuente de ruido estoca´stica como
∫
Dξ(t)P [ξ] exp
[
− i
h¯
∆(t)ξ(t)
]
= exp
[
i
h¯
∫ t
0
ds1
∫ s1
0
ds2∆(s1)ν(s1 − s2)∆(s2)
]
. (2.19)
Finalmente, habiendo escrito la parte imaginaria en funcio´n de ξ, podemos escribir una
ecuacio´n de movimiento explicitando la presencia de un te´rmino de ruido. Esta es la ecuacio´n
asociada de Langevin, donde la dina´mica de la part´ıcula cla´sica esta´ afectada por la presencia de
una fuente de ruido [6, 9, 10, 11]:
x¨(t) + Ω2x(t) + 2
∫ t
0
dsη(s − t)x(s) = ξ(t). (2.20)
El ruido estoca´stico ξ esta´ caracterizado por su distribucio´n de probabilidad P [ξ] y por las
funciones de correlacio´n
〈ξ(s)〉 = 0 y 〈ξ(s)ξ(s′)〉 = ν(s− s′). (2.21)
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2.3 La ecuacio´n maestra
En general, por consideraciones f´ısicas, el conocimiento de la ecuacio´n maestra para la evolucio´n
de la matriz densidad reducida es ma´s u´til que la evolucio´n exacta de la matriz densidad total
misma. En realidad, a partir de la ecuacio´n maestra podemos extraer muchos aspectos cualitativos
acerca del comportamiento del sistema, los cuales son independientes de las condiciones iniciales.
El modelo presentado en este cap´ıtulo tiene un acoplamiento lineal y puede resolverse exac-
tamente. Las integrales de camino de la Ec. (2.8) pueden evaluarse debido a que son integrales
Gaussianas [15, 16]. Por este motivo la deduccio´n de la ecuacio´n maestra esta´ basada en la re-
presentacio´n de integral funcional para el operador de evolucio´n de la matriz densidad reducida
(Ec. (2.8)). La no-localidad de los nu´cleos presentes en la funcional de influencia es la u´nica com-
plicacio´n; por lo tanto, obtener formalmente la ecuacio´n maestra es conceptualmente equivalente
a derivar la ecuacio´n de Schro¨dinger a partir de la representacio´n funcional del propagador en
meca´nica cua´ntica.
Para hallar la ecuacio´n maestra debemos evaluar la derivada temporal del operador de evolucio´n
reducido. El hecho antes mencionado que la funcional de influencia sea no-local, implica que no
podamos calcular esta derivada simplemente expandiendo en dt al propagador Jr(t + dt, t) y
resta´ndole Jr(t, t); dado que el propagador Jr(t + dt, t) depende del estado del sistema a tiempo
t. Esto so´lo puede hacerse en el caso de alta temperatura porque en este l´ımite la funcional de
influencia se torna local en el tiempo [10].
Los resultados basados en el procedimiento funcional seguido por B.L. Hu, J.P. Paz y Y.
Zhang en la Ref. [15] pueden re-obtenerse de una manera extremadamente sencilla mediante
un me´todo perturbativo (pero que en el caso de acoplamiento lineal provee la ecuacio´n maestra
exacta) [21]. En esta seccio´n mostramos dicho procedimiento debido a que estamos interesados,
fundamentalmente, en discutir las caracter´ısticas ma´s importantes de la ecuacio´n maestra, y no
de su deduccio´n. El me´todo funcional sera´ empleado en el cap´ıtulo siguiente donde evaluaremos
la ecuacio´n maestra en teor´ıa de campos.
En la representacio´n de interaccio´n, la matriz densidad total (sistema-entorno) evoluciona de
acuerdo a la ecuacio´n
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ih¯ρ˙ = [V (t), ρ], (2.22)
donde el potencial de interaccio´n V (t), en la representacio´n de interaccio´n es, simplemente
V (t) = exp
[
i
h¯
(Hsist +Hent)t
]
V exp
[
− i
h¯
(Hsist +Hent)t
]
, (2.23)
y la matriz densidad ρ es
ρ(t) = exp
[
i
h¯
(Hsist +Hent)t
]
ρ exp
[
− i
h¯
(Hsist +Hent)t
]
. (2.24)
La solucio´n de la ecuacio´n (2.22) puede obtenerse perturbativamente mediante la serie de
Dyson:
ρ(t) =
∑
n≥0
∫ t
0
dt1
∫ t1
0
dt2 . . .
∫ tn
0
(
1
ih¯
)n[V (t1), [V (t2), [. . . , [V (tn), ρ(0)] . . .]]. (2.25)
A partir de esta serie, en sencillo deducir la ecuacio´n de evolucio´n para la matriz densidad
reducida. La matriz densidad reducida ρr = Trentρ, en la representacio´n de interaccio´n, puede
escribirse (conservando te´rminos hasta segundo orden en la constante de interaccio´n) como:
ρr(t) ≈ ρr(0) + 1
ih¯
∫ t
0
dt1Trent([V (t1), ρ(0)])
− 1
h¯2
∫ t
0
dt1
∫ t1
0
dt2Trent([V (t1), [V (t2), ρ(0)]]). (2.26)
Para hallar la ecuacio´n maestra debemos tomar la derivada temporal de la Ec. (2.26), obte-
niendo
ρ˙r =
1
ih¯
Trent[V (t), ρ(0)] − 1
h¯2
∫ t
0
dt1Trent[V (t), [V (t1), ρ(0)]]. (2.27)
Ahora bien, como estamos trabajando con la condicio´n inicial de no-correlacio´n ρ(0) = ρsist(0) ⊗
ρent(0), la ecuacio´n para matriz densidad reducida puede re-escribirse como
ρ˙r =
1
ih¯
Trent[V (t), ρsist(0)⊗ ρent(0)] − 1
h¯2
∫ t
0
dt1Trent[V (t), [V (t1), ρsist(0)⊗ ρent(0)]]. (2.28)
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El estado inicial ρsist(t0 = 0) que aparece en el lado derecho de la Ec. (2.28) puede expresarse
nuevamente en te´rminos de ρr(t) gracias a la expansio´n (2.26). De esta manera el lado derecho
de la ecuacio´n (2.28) puede escribirse completamente en te´rminos de la matriz densidad reducida
a tiempo t. De esta manera podemos escribir la ecuacio´n maestra (va´lida a segundo orden en un
desarrollo perturbativo y para la condicio´n inicial donde no existe correlacio´n) como:
ρ˙r =
1
ih¯
Trent[V (t), ρr ⊗ ρent(0)] − 1
h¯2
∫ t
0
dt1Trent[V (t), [V (t1), ρr ⊗ ρent(0)]]
+
1
h¯2
∫ t
0
dt1Trent {[V (t),Trent([V (t1), ρr ⊗ ρent(0)]) ⊗ ρent]} . (2.29)
En el caso de nuestro particular intere´s, V =
∑
n λnqnx. Si el entorno esta´ inicialmente en
equilibrio a temperatura T = 1/kBβ, la ecuacio´n maestra se reduce a
ρ˙r = − 1
h¯2
∫ t
0
dt1Trent[V (t), [V (t1), ρr ⊗ ρent(0)]], (2.30)
y el te´rmino dentro de la integral temporal puede escribirse como
Trent[V (t), [V (t1), ρr ⊗ ρent(0)]] = 1
2
∑
n
λ2n
(
〈{qn(t), qn(t1)}〉[x(t), [x(t1), ρr]]
+ 〈[qn(t), qn(t1)]〉[x(t), {x(t1), ρr}]
)
, (2.31)
donde 〈.....〉 denota el promedio sobre el estado inicial del entorno. Retornando a la representacio´n
de Schro¨dinger, la ecuacio´n maestra puede escribirse
ρ˙r =
1
ih¯
[Hsist, ρr]−
∫ t
0
dt1
(
ν(t− t1)[x, [x(t1 − t), ρ]]− iη(t− t1)[x, {x(t1 − t), ρ}]
)
. (2.32)
en funcio´n de los nu´cleos de ruido y disipacio´n, que esta´n dados por:
ν(t) =
1
2h¯2
∑
n
λ2n〈{qn(t), qn(0)}〉 =
∑
n
λ2n
2mnh¯ωn
cos(ωnt)(1 + 2Nn)
η(t) =
i
2h¯2
∑
n
λ2n〈[qn(t), qn(0)]〉 =
∑
n
λ2
2mnh¯ωn
sin(ωnt) (2.33)
Usando que 1 + 2Nn = coth
βh¯ω
2 , la expresio´n para la densidad espectral y la relacio´n
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N∑
n=1
λ2n
2mnωn
f(ωn) =
∫ ∞
0
dωI(ω)f(ω),
obtenemos
ν(t) =
∫ ∞
0
dωI(ω) cos(ωt)(1 + 2N(ω)),
η(t) =
∫ ∞
0
dωI(ω) sin(ωt).
Resolviendo las ecuaciones de Heisenberg para el sistema y determinando el operador x(t)
x(t) = x cos(Ωt) +
1
MΩ
p sin(Ωt),
podemos escribir la expresio´n final de la ecuacio´n maestra:
ρ˙r = − i
h¯
[Hsist +
1
2
MΩ˜2(t)x2, ρr] + 2iγ(t)[x, {p, ρr}]−D(t)[x, [x, ρr]]− f(t)[x, [p, ρr]], (2.34)
donde los coeficientes temporales esta´n dados por:
Ω˜2(t) = −2h¯
M
∫ t
0
dt′ cos(Ωt′)η(t′)
γ(t) = − 1
2MΩ
∫ t
0
dt′ sin(Ωt′)η(t′)
D(t) =
∫ t
0
dt′ cos(Ωt′)ν(t′) (2.35)
f(t) = − 1
MΩ
∫ t
0
dt′ sin(Ωt′)η(t′),
aqu´ı Ω˜ es la frecuencia natural renormalizada por el entorno; γ(t) es la tasa de relajacio´n; D(t) y
f(t) son los coeficientes de difusio´n (responsables de los efectos de pe´rdida de coherencia).
Esta ecuacio´n, derivada perturbativamente, es la misma que se deduce en el ca´lculo exacto
para el movimiento Browniano con acoplamiento lineal [15, 16, 21].
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2.4 Pe´rdida de coherencia
En esta seccio´n haremos una breve discusio´n acerca de los principales resultados obtenidos en
relacio´n al proceso de pe´rdida de coherencia en el movimiento Browniano cua´ntico. La relevancia
del proceso de pe´rdida de coherencia en el contexto de la transicio´n cua´ntico-cla´sica ha sido
reconocida en los u´ltimos an˜os [1, 2, 3, 22]. La idea ba´sica de este proceso es que los aspectos
cla´sicos son una propiedad emergente en los sistemas cua´nticos abiertos inducida por los entornos.
Debido a la interaccio´n con el entorno, la gran mayor´ıa de los estados del espacio de Hilbert de un
sistema cua´ntico se vuelven altamente inestables frente a la interaccio´n. Despue´s del tiempo de
pe´rdida de coherencia, que para objetos macrosco´picos es ma´s corto que cualquier escala dina´mica
del sistema, un estado cua´ntico gene´rico decae en una mezcla de “estados indicadores” [2]. De
esta forma el entorno induce una regla de seleccio´n efectiva sobre el sistema advirtiendo de la
existencia de una superposicio´n de estados indicadores que es estable. Estos estados indicadores
se distinguen por su “habilidad” de permanecer despue´s del monitoreo efectuado por el entorno,
y por eso son los estados en los cuales el sistema cua´ntico abierto sera´ observado (o medido).
Para estudiar el proceso de pe´rdida de coherencia a partir de la ecuacio´n maestra (2.34),
consideremos la siguiente superposicio´n inicial de estados coherentes:
ψ(x, t = 0) = N exp
(
−(x− L0)
2
2δ2
+ iP0x
)
+N exp
(
−(x+ L0)
2
2δ2
− iP0x
)
, (2.36)
donde N es una constante. En este caso es posible resolver la ecuacio´n maestra y mostrar que la
funcio´n de Wigner constru´ıda a partir de la matriz densidad como [23]
W (x, p) =
1
2πh¯
∫ +∞
−∞
dy e
ipy
h¯ ψ⋆(x+
y
2
)ψ(x − y
2
), (2.37)
esta´ dada, en general por:
W (x, p; t) =W1(x, p, ; t) +W2(x, p; t) +Wint(x, p; t), (2.38)
donde
W1 = N˜
2 δ2
δ1
exp
(
−(x− xc)
2
δ21
− δ22 [p − pc − β(x− xc)]2
)
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W2 = N˜
2 δ2
δ1
exp
(
−(x+ xc)
2
δ21
− δ22 [p+ pc − β(x+ xc)]2
)
Wint = 2N˜
2 δ2
δ1
exp
(
−x
2
δ21
− δ22(p− βx)2
)
cos [φp + (φx − βφp)x] exp (−Aint). (2.39)
Las funciones xc(t), pc(t), δ1(t), δ2(t), β(t), φx(t), φp(t) y Aint(t) dependen del entorno (y de las
constantes L0, P0 y δ) de una manera complicada [23]. Nos concentraremos en Aint dado que es
relevante para el estudio de la pe´rdida de coherencia.
Para un ana´lisis cuantitativo del proceso de pe´rdida de coherencia es necesario definir una
funcio´n que permita evaluar la importancia de la interferencia a un dado tiempo. Esta herramienta
esta´ dada por el cociente entre el te´rmino de interferencia y los te´rminos directos de la funcio´n de
Wigner, evaluados en sus respectivos picos, la cual es una cantidad determinada por Aint,
exp (−Aint) = 1
2
Wint|pico
[W1(x, p)|picoW2(x, p)|pico]
1
2
. (2.40)
Asumiendo como condiciones iniciales que
δ21 = δ
2
2 = δ
2,
φx = P0 = pc , φp = L0 = xc (2.41)
Aint = 0,
la funcio´n Aint esta´ dada por la siguiente expresio´n
Aint =
L20
δ2
+ δ2P 20 −
φ2p
δ22
− δ21φ2x, (2.42)
por lo tanto, se anula inicialmente y esta´ siempre acotada:
Aint ≤ L
2
0
δ2
+ δ2P 20 = Aint|max . (2.43)
El proceso de pe´rdida de coherencia destruye la interferencia entre los estados indicadores, la cual
esta´ representada por los te´rminos fuera de la diagonal de la matriz densidad reducida. Como Aint
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crece con el tiempo, los efectos de interferencia se tornan menos importantes, as´ı que el estado del
sistema se acerca a una mezcla entre los estados indicadores.
Para analizar co´mo la evolucio´n de Aint se ve afectada por el entorno es conveniente utilizar
la ecuacio´n maestra (2.34). En la Ref. [15] fue demostrado que para un entorno acoplado lineal-
mente a una temperatura arbitraria y para cualquier densidad espectral, Aint satisface la siguiente
identidad:
A˙int = D(t)φ
2
p − 2f(t)φp(φx − βφp). (2.44)
El primer te´rmino contiene el efecto de la difusio´n e implica que Aint siempre aumente. Por el
contrario, el signo del segundo te´rmino puede variar con el tiempo debido a la relacio´n entre φx y
φp. La ecuacio´n (2.44) puede resolverse aproximadamente despreciando el coeficiente de difusio´n
anomala f(t), y considerando a D(t) como una constante (esta aproximacio´n se corresponde al
caso de entorno o´hmico y de alta temperatura). Si en el estado inicial ponemos P0 = 0,
Aint ≈ 4L
2
0Dt
(1 + 4Dδ2t)
, (2.45)
entonces, la tasa de pe´rdida de coherencia Γdec = 1/tdec con tdec tal que Aint(tdec) = 1, esta´ dada
por [23]
Γdec = 4L
2
0D ≈ 8L20mγ0kBT, (2.46)
donde se uso´ que D = 2γ0kBT . Esto muestra que el coeficiente de difusio´n D(t) de la ecuacio´n
maestra es el que regula el proceso de pe´rdida de coherencia y provee tambie´n de la escala de tiempo
en la cual e´sta se torna efectiva para destruir las interferencias cua´nticas. Por lo tanto los te´rminos
fuera de la diagonal decaen como Γdec, y las coherencias cua´nticas desaparecen exponencialmente
en una escala que podemos re-escribir como
tdec = γ
−1
0
(
λT
L0
)2
, (2.47)
donde λT = h¯/
√
2mkBT es la longitud de onda te´rmica de de Broglie. Entonces, para un objeto
macrosco´pico el tiempo de pe´rdida de coherencia tdec es, t´ıpicamente, varios o´rdenes de magnitud
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menor que el tiempo de relajacio´n tr = γ
−1
0 . Por ejemplo, para un sistema en una habitacio´n a
una temperatura T = 300K, con una masa de m = 1g y con una separacio´n L0 = 1cm, el cociente
tdec/tr = 10
−40. En consecuencia, aunque el tiempo de relajacio´n sea del orden de la edad del
Universo, tr ∼ 1017segs, la coherencia cua´ntica ser´ıa destru´ıda en tdec ∼ 10−23segs. Una diferencia
tan grande puede obtenerse so´lo para objetos macrosco´picos, y puede aceptarse so´lo cuando las
condiciones por las cuales se derivo´ la ecuacio´n maestra se satisfacen. No obstante, es simple
entender, en este contexto, por que´ la pe´rdida de coherencia entre posiciones macrosco´picamente
distinguibles es casi instanta´nea; au´n para sistemas casi aislados.
Cap´ıtulo 3
Granulado grueso y pe´rdida de
coherencia en teor´ıa de campos
En el cap´ıtulo precedente iniciamos el estudio del proceso de pe´rdida de coherencia en el caso
del movimiento Browniano cua´ntico como un ejemplo sencillo de sistema cua´ntico abierto en el
que la presencia de muchos de los efectos interesantes de modelos ma´s complicados esta´n puestos
de manifiesto. Como mencionamos en la Introduccio´n, este estudio es tambie´n de mucho intere´s
en el contexto de la cosmolog´ıa cua´ntica [24]. Se han realizado muchos esfuerzos para explicar
el surgimiento de una me´trica cla´sica del espacio-tiempo a partir de una teor´ıa completamente
cua´ntica, y para derivar, a partir de e´sta, las ecuaciones de Einstein (o la versio´n cua´nticamente
corregida de ellas). Son los efectos de ruido, disipacio´n, creacio´n de part´ıculas y su accio´n sobre
la geometr´ıa (en modelos de cosmolog´ıa cua´ntica), los aspectos relevantes de estudio para lo-
grar un mejor entendimiento de la transicio´n cua´ntico-cla´sica, tanto para modelos de movimiento
Browniano cua´ntico como para teor´ıa de campos [25].
De acuerdo al modelo inflacionario de evolucio´n del Universo, las fluctuaciones cua´nticas de los
campos de materia son el origen de las inhomogeneidades que dan lugar (gracias a la expansio´n
del Universo) a la formacio´n de estructuras [26]. Una suposicio´n vital en estos modelos es que
las fluctuaciones cua´nticas se vuelven cla´sicas cuando sus longitudes de onda asociadas se vuelven
ma´s grandes que el radio de Hubble H−1. Por lo tanto, es necesario un ana´lisis detallado del
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proceso de transicio´n cua´ntico-cla´sico para lograr un entendimiento completo del mecanismo de
formacio´n de estructuras.
Hubieron numerosos intentos en la direccio´n de probar la suposicio´n anteriormente mencionada
[27] utilizando modelos simplificados en los cuales la interaccio´n entre dos campos escalares es tal
que desaparece despue´s de una redefinicio´n de los campos; o usando un acoplamiento bi-cuadra´tico
entre dos campos escalares independientes.
En este cap´ıtulo mostramos una manera consistente de iniciar el estudio de la transicio´n
cua´ntico-cla´sica de las inhomogeneidades primordiales a partir de las fluctuaciones cua´nticas. Para
comenzar consideramos una teor´ıa con autointeraccio´n λφ4 en el espacio-tiempo de Minkowski.
Siguiendo la idea original de A. Starobinsky [28] acerca del modelo de inflacio´n estoca´stica, se-
paramos el campo escalar en dos partes: el sistema φ< que contiene los modos del campo escalar
cuyas longitudes de onda son ma´s “largas” que cierta longitud cr´ıtica Λ−1 y el entorno φ> que
contiene los modos con longitud de onda menor que la cr´ıtica [29]. Calculamos la funcional de
influencia y la ecuacio´n maestra asociada al sistema. Tambie´n extendemos los ca´lculos a espacio-
tiempos curvos, donde para un campo escalar acoplado conformemente a la me´trica, podemos
demostrar que el valor mı´nimo de la longitud de onda cr´ıtica debe ser del orden del radio de
Hubble para que el sistema pierda coherencia. Para longitudes cr´ıticas ma´s chicas existen modos
del sistema que no pierden coherencia cua´ntica [30].
3.1 La funcional de influencia para teor´ıa de campos
La te´cnica ma´s conveniente para la formulacio´n del problema y para la derivacio´n de un “modelo
efectivo” de evolucio´n de lo que llamaremos sistema, es la accio´n efectiva de granulado grueso
(AEGG). Esta accio´n efectiva se obtiene de manera totalmente ana´loga al caso del movimiento
Browniano cua´ntico, al integrar los grados de libertad asociados al entorno. Por lo tanto, esta
accio´n efectiva puede hallarse a partir de la funcional de influencia de Feynman y Vernon [6]. Es
interesante notar que la AEGG coincide con la accio´n efectica de camino temporal cerrado (CTC)
de Schwinger y Keldysh (SCTCef ) cuando la aproximacio´n cla´sica es va´lida [19, 31, 32]. En este
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cap´ıtulo mostramos la deduccio´n de la accio´n efectiva de granulado grueso y su utilidad para el
estudio del proceso de pe´rdida de coherencia de un sistema acoplado a un entorno.
Consideramos un campo escalar cua´ntico en un espacio-tiempo plano (signatura (+,−,−,−))
con una autointeraccio´n cua´rtica. Su acco´n cla´sica esta´ dada por
S[φ] =
∫
d4x{1
2
∂νφ(x)∂
νφ(x)− 1
2
m2φ2(x)− 1
4!
λφ4(x)}, (3.1)
donde m es la masa desnuda del campo y λ es la constante de acoplamiento, tambie´n desnuda. Se-
parando el campo entre sistema y entorno, como mencionamos en la introduccio´n de este cap´ıtulo,
φ(x) = φ<(x) + φ>(x), (3.2)
el campo sistema queda definido como
φ<(~x, t) =
∫
|~k|<Λ
d3~k
(2π)3
φ(~k, t) exp i~k.~x, (3.3)
y el entorno es
φ>(~x, t) =
∫
|~k|>Λ
d3~k
(2π)3
φ(~k, t) exp i~k.~x. (3.4)
El campo sistema contiene aquellos modos menores que Λ, mientras que el entorno contiene
aquellos mayores a Λ. Despue´s de haber separado al campo en modos, la accio´n cla´sica puede
expresarse como
S[φ] = S0[φ<] + S0[φ>] + Sint[φ<, φ>], (3.5)
donde con S0 estamos notando a la accio´n del campo libre y el te´rmino de interaccio´n es
Sint[φ<, φ>] = −
∫
d4x{ λ
4!
φ4<(x) +
λ
4!
φ4>(x) +
λ
4
φ2<(x)φ
2
>(x)
+
λ
6
φ3<(x)φ>(x) +
λ
6
φ<(x)φ
3
>(x)}. (3.6)
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La matriz densidad total (para el sistema-entorno) esta´ definida como:
ρ[φ<, φ>, φ
′
<, φ
′
>, t] = 〈φ<φ>|ρˆ|φ′<φ′>〉, (3.7)
donde |φ<〉 y |φ>〉 son los autoestados de los operadores de campo φˆ< y φˆ>, respectivamente.
Vamos a considerar, so´lo por simplicidad, la misma condicio´n inicial que en el caso del movimiento
Browniano cua´ntico del Cap´ıtulo 2: el sistema y entorno se acoplan a tiempo inicial t0. Por lo
tanto, la matriz densidad puede escribirse como el producto de la matriz densidad correspondiente
al sistema y al entorno a tiempo t0:
ρˆ[t0] = ρˆ<[t0]ρˆ>[t0]. (3.8)
Posteriormente asumiremos que el campo entorno esta´, inicialmente, en su estado de vac´ıo.
Como nos interesa la evolucio´n del sistema teniendo en cuenta la influencia del entorno, sera´
la matriz densidad reducida nuestro objeto de real importancia. La matriz densidad reducida esta´
definida integrando funcionalmente todas las configuraciones posibles del campo entorno, sobre la
matriz densidad total
ρred[φ<, φ
′
<, t] =
∫
Dφ>ρ[φ<, φ>, φ′<, φ>, t]. (3.9)
La evolucio´n temporal de la matriz ρr esta´ dada por
ρr[φ<f , φ
′
<f , t] =
∫
dφ<i
∫
dφ′<i Jr[φ<f , φ
′
<f , t|φ<i, φ′<i, t0] ρr[φ<iφ′<i, t0], (3.10)
donde Jr[t, t0] es el operador de evolucio´n reducido definido, a su vez por
Jr[φ<f , φ
′
<f , t|φ<i, φ′<i, t0] =
∫ φ<f
φ<i
Dφ<
∫ φ′
<f
φ′
<i
Dφ′< exp
{
i[S[φ<]− S[φ′<]]
}
F [φ<, φ
′
<]. (3.11)
En esta expresio´n encontramos, al igual que en el caso del movimiento Browniano (ecuacio´n
(2.8)), la funcional de influencia de Feynman y Vernon F [φ<, φ
′
<], que tiene en cuenta el efecto
del entorno sobre el sistema; ahora definida como:
F [φ<, φ
′
<] =
∫
dφ>i
∫
dφ′>iρ>[φ>i, φ
′
>i, t0]
∫
dφ>f
∫ φ>f
φ>i
Dφ>
∫ φ>f
φ′
>i
Dφ′>
× exp{i[S[φ>] + Sint[φ<, φ>]− S[φ′>]− Sint[φ′<, φ′>]]} . (3.12)
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Podemos definir tambie´n la accio´n de influencia δA[φ<, φ
′
<] y la accio´n efectiva de granulado
grueso A[φ<, φ
′
<] como
F [φ<, φ
′
<] = exp
{
iδA[φ<, φ
′
<]
}
, (3.13)
A[φ<, φ
′
<] = S[φ<]− S[φ′<] + δA[φ<, φ′<]. (3.14)
En el presente cap´ıtulo calcularemos la accio´n de influencia perturbativamente en la constante
de acoplamiento, hasta orden cuadra´tico. Desarrollando en potencias de λ obtenemos,
δA[φ<, φ
′
<] = {〈Sint[φ<, φ>]〉0 − 〈Sint[φ′<, φ′>]〉0}
+
i
2
{〈S2int[φ<, φ>]〉0 − [〈Sint[φ<, φ>]〉0]2}
−i{〈Sint[φ<, φ>]Sint[φ′<, φ′>]〉0 − 〈Sint[φ<, φ>]〉0〈Sint[φ′<, φ′>]〉0} (3.15)
+
i
2
{S2int[φ′<, φ′>]〉0 − [〈Sint[φ′<, φ′>]〉0]2},
donde el valor medio cua´ntico 〈.....〉 de una funcional de los campos se define como
〈B[φ>, φ′>]〉0 =
∫
dφ>i
∫
dφ′>i ρ>[φ>i, φ
′
>i, t0]
×
∫
dφ>f
∫ φ>f
φ>i
Dφ>
∫ φ>f
φ′
>i
Dφ′> exp
{
i[S0[φ>]− S0[φ′>]]
}
B. (3.16)
Los propagadores para el campo entorno esta´n definidos por:
〈φ>(x), φ>(y)〉0 = iGΛ++(x− y), (3.17)
〈φ>(x), φ′>(y)〉0 = −iGΛ+−(x− y), (3.18)
〈φ′>(x), φ′>(y)〉0 = −iGΛ−−(x− y). (3.19)
Estos propagadores no son los propagadores usuales de Feynman, Dyson y Wightman, debido a
que en este caso, la integracio´n en los momentos esta´ restringida por la presencia de la frecuencia
de corte (infraroja) Λ. Las expresiones expl´ıcitas para cada uno son las siguientes:
GΛ++(x− y) =
∫
|~p|>Λ
d4p
(2π)4
eip(x−y)
1
p2 −m2 + iǫ , (3.20)
28 Granulado grueso y pe´rdida de coherencia en teor´ıa de campos
GΛ+−(x− y) = −
∫
|~p|>Λ
d4p
(2π)4
eip(x−y)2πiδ(p2 −m2)Θ(p0), (3.21)
GΛ−−(x− y) =
∫
|~p|>Λ
d4p
(2π)4
eip(x−y)
1
p2 −m2 − iǫ . (3.22)
Como ejemplo ilustrativo mostramos la expresio´n de GΛ++, en el caso no masivo. El propagador
de Feynman usual esta´ dado por
G++(x) =
i
8π2
1
σ
− 1
8π
δ(σ), (3.23)
mientras que
GΛ++(x) =
i
8π2
[cos[Λ(r − t)]
r(r − t) +
cos[Λ(r + t)]
r(r + t)
]
− 1
8π2
[sin[Λ(r − t)]
r(r − t) −
sin[Λ(r + t)]
r(r + t)
]
≡ G++(x)−G|~p|<Λ++ (x), (3.24)
donde σ = 12x
2 es un medio de la distancia geode´sica. Por supuesto, el propagador GΛ++ coincide
con el propagador G++ cuando Λ→ 0.
La accio´n de influencia puede calcularse a partir de las ecuaciones (3.15)-(3.19) usando te´cnicas
usuales, quedando determinada por:
δA[φ<, φ
′
<] = −λ
∫
d4x
{
1
24
[φ4<(x)− φ
′4
<(x)] +
1
4
iGΛ++(0)[φ
2
<(x)− φ
′2
<(x)]
}
+λ2
∫
d4x
∫
d4y
{
− 1
72
φ3<(x)G
Λ
++(x− y)φ3<(y)
− 1
36
φ3<(x)G
Λ
+−(x− y)φ
′3
<(y) +
1
72
φ
′3
<(x)G
Λ
−−(x− y)φ
′3
<(y)
− 1
16
φ2<(x)iG
Λ2
++(x− y)φ2<(y) +
1
8
φ2<(x)iG
Λ2
+−(x− y)φ
′2
<(y)
− 1
16
φ
′2
<(x)iG
Λ2
−−(x− y)φ
′2
<(y) +
1
18
φ<(x)G
Λ3
++(x− y)φ<(y)
+
1
9
φ<(x)G
Λ3
+−(x− y)φ′<(y)−
1
18
φ′<(x)G
Λ3
−−(x− y)φ′<(y)
}
. (3.25)
Definiendo nuevas variables:
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ΣP =
1
2
(φ<
4 + φ
′4
<) ; ∆P =
1
2
(φ<
4 − φ′4<)
ΣR =
1
2
(φ3< + φ
′3
<) ; ∆R =
1
2
(φ<
3 − φ′3<)
ΣQ =
1
2
(φ<
2 + φ
′2
<) ; ∆Q =
1
2
(φ<
2 − φ′2<)
ΣΦ =
1
2
(φ< + φ
′
<) ; ∆Φ =
1
2
(φ< − φ′<),
y usando las identidades que satisfacen los propagadores, podemos separar las partes real e ima-
ginaria de la accio´n de influencia:
ReδA = −λ
∫
d4x
{
1
12
∆P (x) +
i
2
GΛ++(0) ∆Q(x)
}
+2λ2
∫
d4x
∫
d4y θ(x0 − y0)
{
− 1
18
ΣR(x) ReGΛ++(x− y) ∆R(y)
+
1
4
ΣQ(x) ImGΛ2++(x− y) ∆Q(y) +
1
3
ΣΦ(x) ReGΛ3++(x− y) ∆Φ(y)
}
, (3.26)
ImδA = λ2
∫
d4x
∫
d4y
{
− 1
18
∆R(x) ImGΛ++(x− y) ∆R(y)
− 1
4
∆Q(x) ReGΛ2++(x− y) ∆Q(y) +
1
3
∆Φ(x) ImGΛ3++(x− y) ∆Φ(y)
}
. (3.27)
Esta expresio´n ha sido calculada a orden cuadra´tico en la constante λ. En lo que resta del presente
cap´ıtulo especializaremos nuestros ca´lculos en el caso no-masivo por simplicidad [30].
La parte real de la accio´n de influencia tiene divergencias, las que deben renormalizarse si-
guiendo alguno de los procedimientos usuales en teor´ıa de campos. Como los propagadores
definidos en las ecuaciones (3.17)-(3.19) difieren de los usuales por la presencia de la longitud
cr´ıtica Λ, las divergencias ultravioletas coinciden con las usuales de la teor´ıa λφ4. En conse-
cuencia, la accio´n de influencia se renormaliza con los mismos contrate´rminos que se utilizan
normalmente. El te´rmino GΛ++(0)∆Q(x) es divergente. Como G
Λ
++ = G++ −G|~p|<Λ++ y G|~p|<Λ++ (0)
es una cantidad finita, las divergencias de GΛ++ y G++ son coincidentes. Este te´rmino representa
la renormalizacio´n de la masa.
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Por medio de la regularizacio´n dimensional, el cuadrado del propagador de Feynman puede
escribirse como
GΛ2++(x) = G
2
++(x) +G
(|~p|<Λ)2
++ (x)− 2G++(x)G(|~p|<Λ)++ (x), (3.28)
donde
G2++(x) =
1
16π2
{[
i
n− 4 + iψ(1) − 4πi
]
δ4(x) + iΣ(x)− η(x)− Log[4πµ2]δ4(x)
}
, (3.29)
Σ(x) =
1
(2π)4
∫
d4peipxLog|p2|, (3.30)
η(x) =
π
(2π)4
∫
d4peipxθ(p2). (3.31)
El te´rmino proporcional a 1n−4δ
4(x− y) representa otra de las divergencias usuales, y es indepen-
diente de Λ. As´ı, el te´rmino ImGΛ2++(x − y)ΣQ(x)∆Q(y) presente en la ecuacio´n (3.26) tambie´n
diverge y renormaliza a la constante λ. Las dema´s divergencias se deben tratar de la misma
manera. Una caracter´ıstica importante es que la parte imaginaria ImδA es finita.
3.2 Ecuaciones de movimiento semicla´sicas
El me´todo que estamos desarrollando en el presente cap´ıtulo nos permitira´ describir la dina´mica
efectiva de los modos relevantes del campo cua´ntico, en te´rminos de una accio´n disipativa y
estoca´stica. En la ecuacio´n de movimiento aparecera´n te´rminos asociados a fuerzas estoca´sticas
que describen el intercambio de energ´ıa (y otros posibles nu´meros cua´nticos) con los modos del
entorno, tratados perturbativamente [33, 34]. Los te´rminos disipativos describira´n una eventual
tendencia al equilibrio de los modos del sistema. La existencia de una relacio´n de fluctuacio´n-
disipacio´n asegura que los modos del sistema obtengan la misma temperatura que aquellos del
entorno con los que interactu´an.
La derivacio´n de una ecuacio´n de movimiento efectiva para los modos relevantes corresponde a
hacer un granulado grueso del campo cua´ntico, lo que quedo´ puesto de manifiesto en el ca´lculo de
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la accio´n efectiva de granulado grueso. En el esp´ıritu general de la meca´nica estad´ıstica, asumir
equilibrio te´rmico para los modos que han sido eliminados puede interpretarse como asumir la
mı´nima cantidad de informacio´n acerca del estado cua´ntico microsco´pico del entorno. El granulado
grueso aporta los siguientes caracter´ısticas a la dina´mica efectiva del sistema:
1. para´metros como la masa y la constante de acoplamiento son renormalizadas y aparecen
nuevas interacciones efectivas, en general no-locales. Lo mismo sucede en el caso del movimiento
Browniano cua´ntico, donde aparece un corrimiento de la frecuencia natural de la part´ıcula debido
al entorno [15].
2. la dina´mica es disipativa y contiene te´rminos de ruido que satisfacen la relacio´n de fluc-
tuacio´n-disipacio´n. La evolucio´n dina´mica semicla´sica es inherentemente estoca´stica, reflejando
el acoplamiento entre los modos relevantes y un entorno te´rmico. La ecuacio´n (2.15) muestra tal
relacio´n en el caso del movimiento Browniano.
3. los te´rminos disipativos son, en general, no-locales en el tiempo debido a que el entorno
requiere de cierto tiempo para “responder”. Un cambio en el sistema produce una influencia sobre
el entorno y esta se comporta causalmente.
Las partes real e imaginaria de δA[φ+<, φ
−
<] pueden asociarse con la disipacio´n y el ruido respec-
tivamente [6]. En particular, la parte imaginaria puede re-escribirse en te´rminos de tres fuentes
estoca´sticas de ruido ν(x), ξ(x) y η(x) con una distribucio´n de probabilidad gaussiana dada por
P [ν(x), ξ(x), η(x)] = NνNξNη exp

−12
∫
d4x
∫
d4y ν(x)
[
λ2
9
ImGΛ++
]−1
ν(y)


× exp

−12
∫
d4x
∫
d4y ξ(x)
[
λ2
2
ReGΛ2++
]−1
ξ(y)


× exp

−12
∫
d4x
∫
d4y η(x)
[
−2λ2
3
ImGΛ
3
++
]−1
η(y)

 , (3.32)
donde Nν , Nξ y Nη son constantes de normalizacio´n. De esta manera, la parte imaginaria puede
escribirse como tres integrales funcionales sobre las fuentes de ruido gaussianas
∫
Dν(x)
∫
Dξ(x)
∫
Dη(x) P [ν, ξ, η] exp {−i [∆R(x)ν(x) + ∆Q(x)ξ(x) + ∆Φ(x)η(x)]}
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= exp
{
−i
∫
d4x
∫
d4y
[
λ2
18
∆R(x)ImGΛ++(x, y)∆R(y)
+
λ2
4
∆Q(x)ReGΛ2++(x, y)∆Q(y)−
λ2
3
∆Φ(x)ImGΛ3++(x, y)∆Φ(y)
]}
. (3.33)
Por lo tanto, la accio´n efectiva de granulado grueso A, puede escribirse
A[φ+<, φ
−
<] = −
1
i
ln
∫
Dν P [ν]
∫
Dξ P [ξ]
∫
Dη P [η] exp {iSeff [φ+<, φ−<, ν, ξ, η]} , (3.34)
donde hemos definido
Sef [φ
+
<, φ
−
<, ν, ξ, η] = ReA[φ
+
<, φ
−
<]−
∫
d4x [∆R(x) ν(x) + ∆Q(x) ξ(x) + ∆Φ(x) η(x)] .(3.35)
La ecuacio´n de movimiento se obtiene tomando la variacio´n funcional:
δSef [φ
+
<, φ
−
<, ν, ξ, η]
δφ+<
∣∣∣∣∣
φ+<=φ
−
<
= 0, (3.36)
obtenie´ndose
2φ<(x) +
1
6
φ3<(x) +
1
12
λ2renφ
2
<(x)
∫
d4y ReGΛ++(x, y) φ
3
<(y)
+
1
4
λ2renφ<(x)
∫
d4y ImGΛ2++ φ
2
<(y) +
1
6
λ2ren
∫
d4yReGΛ3++ φ<(y)
=
3
2
φ2<(x)ν(x) + φ<(x)ξ(x) +
1
2
η(x). (3.37)
Esta es la llamada ecuacio´n de Langevin [33] donde la fuerza estoca´stica aparece determinada por
ruido aditivo y multiplicativo. Esta, es la generalizacio´n a teor´ıa de campos de la ecuacio´n (2.20)
para el movimiento Browniano cua´ntico.
A partir de la accio´n efectiva de granulado grueso (o de la accio´n efectiva de camino temporal
cerrado) y de esta ecuacio´n semicla´sica de movimiento, es posible concluir que el efecto total del
entorno puede resumirse en tres aspectos fundamentales: renormaliza las constantes desnudas de
la teor´ıa, agrega disipacio´n y produce fluctuaciones (ruido) que hacen “termalizar” al sistema. En
la pro´xima seccio´n vamos a estudiar co´mo los nu´cleos de ruido destruyen las coherencias cua´nticas
del sistema originando la llamada transicio´n cua´ntico-cla´sica.
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3.3 La ecuacio´n maestra
Al igual que en el caso del movimiento Browniano cua´ntico, en esta seccio´n obtendremos la
ecuacio´n de evolucio´n (ecuacio´n maestra) para la matriz densidad reducida; por lo tanto gene-
ralizaremos los resultados del Cap´ıtulo 2 a teor´ıa de campos.
Para el caso del movimiento Browniano con acoplamiento lineal (xqi) sabemos que una solucio´n
aproximada de la ecuacio´n maestra esta´ representada por [15, 16]
ρr[x, x
′; t] ≈ ρr[x, x′, 0] exp
[
− (x− x′)2
∫ t
0
D(s)ds
]
, (3.38)
de donde es simple ver que los te´rminos fuera de la diagonal de la matriz densidad reducida
van disminuyendo a medida que
∫ t
0 D(s)ds se hace suficientemente grande. Para acoplamientos no
lineales, tales como xnqmi , es de esperar que la ecuacio´n maestra desarrolle te´rminos difusivos de la
forma iD(n,m)(t)(xn−x′n)2ρr. En esta observacio´n basaremos nuestro estudio de los coeficientes de
difusio´n que se obtienen en nuestro ejemplo, como primer paso hacia el entendimiento del proceso
de pe´rdida de coherencia.
Para ello debemos calcular el operador de evolucio´n reducido de la ecuacio´n (3.11). Como
este operador esta´ definido por medio de integrales de camino, podemos obtener una estimacio´n
utilizando la aproximacio´n de punto de ensilladura
Jr[φ
+
<f , φ
−
<f , t|φ+<i, φ−<i, t0] ≈ exp
{
iA[φ+cl< , φ
−cl
< ]
}
, (3.39)
donde φ+cl< (φ
−cl
< ) es la solucio´n de la ecuacio´n de movimiento
δReA
δφ+<
|φ+<=φ−< = 0 con condiciones de
contorno φ+cl< (t0) = φ<i(φ
−
<i) y φ
+cl
< (t) = φ
+
<f (φ
−
<f ).
Los efectos de pe´rdida de coherencia esta´n contenidos en la parte imaginaria de la accio´n
efectiva de granulado grueso, la que hemos calculado perturbativamente hasta orden λ2. Por lo
tanto, al evaluar ImA podemos aproximar φcl< por la solucio´n de la ecuacio´n de campo libre, con
las condiciones de contorno adecuadas. De esta manera, la solucio´n cla´sica que utilizamos en la
aproximacio´n de punto de ensilladura es:
φcl<(~x, s) =
[
φ<f
sin(k0s)
sin(k0t)
+ φ<i
sin[k0(t− s)]
sin(k0t)
]
cos(~k0.~x) ≡ φcl<(s) cos(~k0.~x), (3.40)
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donde hemos asumido que el campo sistema contiene so´lo un modo Fourier (aunque arbitrario)
con ~k = ~k0.
Siguiendo el procedimiento empleado en el Cap´ıtulo 2, debemos calcular la derivada temporal
del operador de evolucio´n reducido Jr, y eliminar la dependencia en las configuraciones iniciales
de los campos φ+<i y φ
−
<i que aparecen debido a la solucio´n cla´sica. El operador libre, definido por
J0[φ
+
<f , φ
−
<f , t|φ+<i, φ−<i, 0] =
∫ φ+
<f
φ+
<i
Dφ+<
∫ φ−
<f
φ−
<i
Dφ−< exp
{
i
[
S0(φ
+
<)− S0(φ−<)
]}
, (3.41)
satisface las siguientes identidades
φ+cl< (~x, s)J0 =
[
φ+<f cos[k0(t− s)] +
sin[k0(t− s)]
k0
i∂φ+
<f
]
J0, (3.42)
y
φ−cl< (~x, s)J0 =
[
φ−<f cos[k0(t− s)]−
sin[k0(t− s)]
k0
i∂φ−
<f
]
J0. (3.43)
La derivada temporal esta´ dada por
i∂tJr[φ
+
<f , φ
−
<f , t|φ+<i, φ−<i, 0] =
{
hren[φ
+
<]− hren[φ−<]
− iλ2
[
(φ+3<f − φ−3<f )V
1152
∫ t
0
ds∆Rcl(s)ImGΛ++(3k0; t− s)
+
(φ+2<f − φ−2<f )V
32
∫ t
0
ds∆Qcl(s)(ReGΛ2++(2k0; t− s) + 2ReGΛ2++(0; t− s))
− (φ
+
<f − φ−<f )V
6
∫ t
0
ds∆Φcl(s)ImGΛ3++(k0; t− s)]
− λ2[−(φ
+3
<f + φ
−3
<f )V
1152
∫ t
0
ds∆Rcl(s)ReGΛ++(3k0; t− s)
+
(φ+2<f + φ
−2
<f )V
32
∫ t
0
ds∆Qcl(s)(ImGΛ2++(2k0; t− s) + 2ImGΛ2++(0; t− s))
+
(φ+<f − φ−<f )V
6
∫ t
0
ds∆Φcl(s)ReGΛ3++(k0; t− s)
]
+ ...
}
Jr[φ
+
<f , φ
−
<f , t|φ+<i, φ−<i, 0](3.44)
donde GΛn++(k; t − s) es la transformada de Fourier de la n-e´sima potencia del propagador (para
n = 1, 2 o 3). Los puntos suspensivos esta´n denotando otros te´rminos que provienen de la derivada
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temporal que no contribuyen a los coeficientes de difusio´n (es decir, vamos a ignorar todos aquellos
te´rminos que no sean proporcionales a (φ+n<f − φ−n<f )2 en la ecuacio´n final). El factor V que esta´
presente en la ecuacio´n (3.44) proviene de haber asumido que el campo so´lo tiene un modo Fourier.
Este desaparece cuando uno considera paquetes de ondas.
Utilizando las identidades (3.42) y (3.43) podemos extraer la dependencia con las configura-
ciones iniciales de campo y obtener la ecuacio´n maestra. Como esta ecuacio´n es muy complicada,
so´lo nos concentramos en las correcciones que a la evolucio´n unitaria usual aportan los nu´cleos de
ruido:
i∂tρr[φ
+
<f , φ
−
<f , t] = 〈φ+<f |
[
Hˆren, ρˆr
]
|φ−<f 〉 − iλ2
[
(φ+3<f − φ−3<f )2V
1152
D1(k0; t)
+
(φ+2<f − φ−2<f )2V
32
D2(k0; t)−
(φ+<f − φ−<f )2V
6
D3(k0; t)
]
ρr[φ
+
<f , φ
−
<f , t] + ... . (3.45)
La ecuacio´n (3.45) es la generalizacio´n de la ecuacio´n maestra para el movimiento Browniano
cua´ntico (2.34) presentada en el Cap´ıtulo 2. En este caso, el acoplamiento del sistema es no-
lineal. Debido a la presencia de tres te´rminos de interaccio´n (φ3<φ>, φ
2
<φ
2
>, and φ<φ
3
>) hay tres
coeficientes de difusio´n en la ecuacio´n maestra. La forma de cada uno esta´ determinada por estos
acoplamientos y por la eleccio´n particular del estado cua´ntico del entorno.
De los tres coeficientes de difusio´n dependientes del tiempo Di(t) contenidos en la ecuacio´n
(3.45), si consideramos so´lo los coeficientes presentes en el desarrollo a un lazo para el campo
cua´ntico irrelevante, so´lo sobreviven los coeficientes D1 y D2, los cuales esta´n dados por
D1(k0; t) =
∫ t
0
ds cos3(k0s)ImG
Λ
++(3k0; t− s)
=
1
6k0
∫ t
0
ds cos3(k0s) cos(3k0s) θ(3k0 − Λ)
=
2k0t+ 3 sin(2k0t) +
3
2 sin(4k0t) +
1
3 sin(6k0t)
576k20
,
Λ
3
< k0 < Λ (3.46)
D2(k0; t) =
∫ t
0
ds cos2(k0s)(ReG
Λ2
++(2k0; t− s) + 2ReGΛ2++(0; t− s)). (3.47)
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Como los cuadrados de los propagadores son:
ReGΛ2++(2k0; t− s) =
π
k0
{∫ 2k0+Λ
Λ
dp
∫ 2k0+p
Λ
dz cos[(p + z)s]
+
∫ ∞
2k0+Λ
dp
∫ p+2k0
p−2k0
dz cos[(p + z)s]
}
, (3.48)
ReGΛ2++(0; t− s) = π
{
2πδ(s) − 2sin(2Λs)
s
}
, (3.49)
el coeficiente de difusio´n D2 es
D2(k0; t) =
π
4
{
3π − (3
2
− Λ
2k0
)Si[2t(Λ− k0)]− (2− Λ
2k0
)Si[2Λt]
− (3
2
+
Λ
2k0
)Si[2t(Λ + k0)]− (1 + Λ
2k0
)Si[2t(2k0 + Λ)]
+
cos[2Λt]
4k0t
− cos[2t(Λ + k0)]
4k0t
+
cos[2t(Λ− k0)]
4k0t
− cos[2t(2k0 +Λ)]
4k0t
}
, (3.50)
donde las funciones Si[z] son las funciones seno-integral [35].
3.4 Pe´rdida de coherencia y perturbaciones cosmolo´gicas
En esta seccio´n analizamos el comportamiento de los coeficientes de difusio´n D1 y D2. Luego,
extendemos los resultados al espacio-tiempo de de Sitter para discutir la transicio´n cua´ntico-cla´sica
de las fluctuaciones cua´nticas primordiales.
Desarrollar un ana´lisis pormenorizado del proceso de pe´rdida de coherencia en el modelo que
estamos considerando en este cap´ıtulo es una tarea muy complicada. Realmente, uno deber´ıa
estudiar los elementos fuera de la diagonal de la matiz densidad reducida y mostrar si ellos
desaparecen o no. Tambie´n podr´ıamos analizar la funcional de Wigner y determinar la aparicio´n
o no de correlaciones cla´sicas. Teniendo en mente los resultados obtenidos para el movimiento
Browniano cua´ntico, nos concentraremos so´lo en los te´rminos de difusio´n de la ecuacio´n maestra.
Tomaremos, en esta aproximacio´n, al valor de dichos coeficientes como sen˜al de la pe´rdida de
coherencia sufrida por la matriz densidad reducida.
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3.4.1 Espacio-tiempo plano
El coeficiente D1 esta´ asociado al te´rmino de interaccio´n φ
3
<φ>. Como el campo entorno (φ>)
aparece linealmente en esta interaccio´n, y so´lo contiene modos con k > Λ (por definicio´n), el
campo sistema (φ<) so´lo esta´ acoplado con el modo ~k = 3~k0 del entorno. Esto implica que D1
es diferente de cero so´lo si Λ3 < k0 < Λ. En la Figura 3.1 hemos graficado la evolucio´n temporal
de D1(k0, t). Como puede verse en esta figura, los efectos difusivos inducidos por D1 aumentan
con el tiempo proporcionalmente a t
k0
(como estamos haciendo un ca´lculo perturbativo, ninguna
estimacio´n sera´ va´lida para tiempos muy largos). En la Figura 3.2 graficamos D1(k0, t) como una
funcio´n de k0 a tiempo fijo. Aqu´ı, la curva depende de k0 y tiene su valor ma´ximo cuando k0 =
Λ
3 .
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Fig. 3.1: Evolucio´n temporal del coeficiente de difusio´n D1 para
Λ
3 < k0 <
Λ fijo.
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Fig. 3.2: Coeficiente D1 en funcio´n de k0 para un valor fijo del tiempo.
D1 es diferente de cero so´lo dentro de la ventana
Λ
3 < k0 < Λ. En la figura
indicamos dicha ventana para un valor particular l = Λt = 15.
Como analog´ıa, es interesante notar que en el caso del movimiento Browniano cua´ntico con
interaccio´n x3q y densidad espectral I(ω) ∼ δ(ω − 3k0)θ(ω − Λ), se obtiene un coeficiente de
difusio´n similar [17].
El coeficiente de difusio´n D2 proviene del te´rmino de interaccio´n φ
2
<φ
2
>. Como la interaccio´n
es cuadra´tica en el campo entorno, no existe restriccio´n acerca de lo posibles valores de k0 para
que D2 6= 0. En la Figura 3.3 graficamos la evolucio´n temporal de este coeficiente para varios
valores de y = k0Λ (ahora con y identificamos cada una de las curvas). Formalmente, D2 deber´ıa
anularse cuando t→ 0 (ver ecuacio´n (3.47)), sin embargo el gra´fico muestra un salto inicial para
todo valor de la variable y. Una posible explicacio´n para la aparicio´n de este salto reside en la
condicio´n inicial de no-correlacio´n. A t0 = 0 estamos asumiendo que la interaccio´n se enciende
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instanta´neamente, es decir, ma´s ra´pido que cualquier otra escala temporal presente en el sistema
y en el entorno. Esta condicio´n inicial presupone, impl´ıcitamente, la existencia de una frecuencia
de corte ultravioleta Λuv para el entorno. Si uno considera tal Λuv, D2 se anula a t0 = 0 y
desarrolla un pico durante una escala temporal del orden de t ∼ 1Λuv . Sin embargo, el origen de
este salto inicial es au´n un tema de debate [20], dado que se han encontrado estos saltos au´n para
condiciones iniciales que contienen correlacio´n entre sistema y entorno.
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Fig. 3.3: Evolucio´n temporal del coeficiente de difusio´n D2 para diferentes
valores de y = k0/Λ.
Entonces, despue´s del salto inicial, la Figura 3.3 muestra que el efecto difusivo crece con y, y
es ma´ximo cuando k0 ∼ Λ. La interpretacio´n f´ısica de este hecho es clara. Podemos pensar que
los efectos difusivos son debido a las part´ıculas creadas por el entorno gracias a su interaccio´n
con el sistema [36]. Cuando en el entorno existe un umbral de frecuencias, so´lo aquellos modos
del sistema con frecuencias cercanas a dicho umbral tienen la posibilidad de excitar al entorno;
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producir creacio´n de part´ıculas, y por lo tanto, de perder coherencia. Es por e´sto que el coeficiente
de difusio´n es ma´s importante cuando k0 ∼ Λ.
Las Figuras 3.4 y 3.5 muestran la dependencia deD2 con k0 a tiempo fijo. Para valores grandes
de l = Λt (Λ→∞), el entorno contiene so´lo frecuencias muy grandes y el coeficiente de difusio´n
es muy chico, a menos que k0 ∼ Λ (Figura 3.4). Cuando l ≤ 1, D2 es apreciablemente distinto
de cero para todos los modos que pertenecen al sistema, dado que el entorno so´lo puede producir
pe´rdida de coherencia para modos 0 < k0 < Λ (Figura 3.5). Finalmente, para l ≪ 1, D2(k0, t)
tiende a un valor no nulo en el l´ımite k0 < Λ→ 0.
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Fig. 3.4: Coeficiente de difusio´n D2 en funcio´n de k0 para un valor fijo
del tiempo y l = Λt = 100.
En el caso estudiado en la Ref. [37], donde se consideraron dos campos escalares acoplados bi-
cuadraticamente, se demostro´ que los efectos difusivos eran ma´s importantes en el sector infrarojo.
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Fig. 3.5: Misma figura que 3.4 pero para valores ma´s pequen˜os de l.
En nuestro ejemplo, el ana´lisis de D1 y de D2 muestra que la pe´rdida de coherencia es ma´s
importante para k0 ∼ Λ, en contraposicio´n con la conclusio´n de [37].
3.4.2 Espacio-tiempo de de Sitter
Como primer paso en hacia la comprensio´n del proceso de pe´rdida de coherencia de las pertur-
baciones cosmolo´gicas haremos una simple extensio´n de los ca´lculos efectuados en las u´ltimas
secciones. La accio´n para un campo escalar con auto-interaccio´n es un espacio-tiempo curvo es
S =
∫
d4x
√−g[1
2
gµν∂µφ∂νφ− 1
2
m2φ2 − ξ
2
Rφ2 − λ
4!
φ4] (3.51)
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donde ξ representa el acoplamiento a la curvatura del espacio-tiempo. Para una me´trica de
Robertson-Walker ds2 = dt2 − a2(t)d~x2 = a2(η)[dη2 − d~x2], esta accio´n puede escribirse como
S =
∫
d4x[
1
2
ηµν∂µχ∂νχ− 1
2
m2a2χ2 − 1
2
(ξ − 1
6
)Ra2χ2 − λ
4!
χ4] (3.52)
donde χ = aφ.
Dada la accio´n precedente, es directo notar que los resultados obtenidos en el espacio Minkowski
pueden generalizarse a este caso cuando el campo escalar no tiene masa y esta´ acoplado de manera
conforme (ξ = 1/6). Por lo tanto, las expresiones de los coeficientes de difusio´n D1 y D2 sera´n
las mismas que en el espacio plano, ecuaciones (3.46) y (3.50), reemplazando t → η = ∫ t0 dt′a(t′) .
En el caso particular de la me´trica de de Sitter, a(t) = exp(Ht) y η = 1
H
(1 − 1
a
). De esta ma-
nera, nuestras variables adimensionales l = Λt y k0t en las ecuaciones (3.46) y (3.50) pasan a ser
l = ΛH (1− 1a) y k0H (1− 1a) respectivamente. Si a(t = 0) = 1, Λ y k0 son los valores f´ısicos iniciales
de la frecuencia de corte y del vector de onda.
Un modo del sistema pierde coherencia si los coeficientes de difusio´n son diferentes de cero
durante un tiempo apreciable. Por lo tanto la pregunta en el caso cosmolo´gico pasa a ser: ¿cua´l
es el valor ma´ximo de Λ tal que, unos pocos instantes despue´s del tiempo inicial, todos los
modos con k0 ≤ Λ sufren au´n efectos difusivos? El valor de los coeficientes de difusio´n a un dado
tiempo depende de la variable l, la cual esta´ dada aproximadamente por l = Λ/H (despue´s del
salto inicial). Existen dos posibilidades. Cuando l ∼ O(1) (Figura 3.6), el ana´lisis hecho en el
espacio plano muestra que ambos coeficientes, D1 y D2 son apreciablemente diferentes de cero
para todos los posibles valores de k0. Por otro lado, cuando l≫ 1 la situacio´n se vuelve totalmente
diferente: D1 es siempre muy pequen˜o mientras que D2 es chico en el sector infrarojo. Los efectos
difusivos so´lo importan cuando k0 ∼ Λ (Figura 3.7). Como conclusio´n podemos decir que para
obtener pe´rdida de coherencia en todos los modos con k0 < Λ, so´lo podemos incluir en nuestro
sistema aquellos modos con longitud de onda mayor que H−1. Esta es la propuesta original de
A. Starobinsky [28]. Si inclu´ımos modos de longitud de onda menor que H−1 en nuestro sistema,
el umbral del entorno aumenta, y el sector infrarojo del sistema nunca puede exitar al entorno lo
suficiente y, por lo tanto, no pierde coherencia.
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Fig. 3.6: Longitudes de onda f´ısicas en funcio´n del factor de escala durante
el per´ıodo inflacionario. La l´ınea horizontal Lph = H
−1 corresponde al radio
de Hubble. La l´ınea k = kcr ≡ Λ divide sistema de entorno. A tiempo inicial
(a = 1), la longitud de onda cr´ıtica es igual al radio de Hubble (kcr = H).
Todos los modos con k0 < kcr (l´ınea so´lida) pierden coherencia.
Para establecer una relacio´n estrecha con los modelos inflacionarios estudiados en la literatura,
es necesario extender los ca´lculos al caso mı´nimamente acoplado (ξ = 0). Un ca´lculo ma´s realista,
en ese caso, debera´ incluir una frecuencia de corte Λ que dependa del tiempo [29], dado que el
sistema puede contener modos con kph =
k0
a < H a cada tiempo. Sin embargo, el ejemplo discutido
en esta seccio´n representa un modelo sencillo que ilustra los principales aspectos del problema.
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Fig. 3.7: Lo mismo que en la figura 3.6, pero para el caso en que kcr > H.
Despue´s del tiempo inicial, los efectos difusivos son importantes so´lo para
los modos con k0 ∼ kcr (l´ınea so´lida). Los modos con k0 ≪ kcr no pierden
coherencia.
3.5 Discusio´n
Como s´ıntesis de este cap´ıtulo debemos sen˜alar que hemos obtenido la AEGG para los modos de
frecuencia baja integrando los modos de alta frecuencia de un campo escalar con autointeraccio´n.
A partir de la parte imaginaria de AEGG obtuvimos los coeficientes de difusio´n de la ecuacio´n
maestra. Como sistema y entorno son dos sectores de un mismo campo escalar, los resultados
dependen fuertemente del “taman˜o” de estos sectores, el cual esta´ determinado por la longitud de
onda cr´ıtica Λ−1.
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Posteriormente hemos analizado la dependencia con Λ de cada coeficiente. La pe´rdida de
coherencia es efectiva para aquellos modos del sistema cuyas longitudes de onda asociadas sean
del orden de la cr´ıtica. Tambie´n generalizamos los resultados a la me´trica de de Sitter mostrando
que, cuando la longitud de onda cr´ıtica es igual al radio de Hubble, todos los modos del sistema
evidencian pe´rdida de coherencia y por lo tanto la transicio´n a lo cla´sico se torna posible.
Por otro lado, existe una importante conexio´n entre nuestro trabajo, el grupo de renorma-
lizacio´n y las transformaciones de bloques de esp´ın. La AEGG es similar a la accio´n efectiva
promediada (AEP) propuesta en Refs. [38, 39, 40]. La AEP es una accio´n efectiva para promedios
del campo sobre volu´menes finitos del espacio-tiempo Eucl´ıdeo. Esta´ definida a partir de una
longitud de onda cr´ıtica, similar a la introducida en este cap´ıtulo, dada por la relacio´n Eucl´ıdea
pµpµ = Λ
2, donde Λ−1 es el taman˜o t´ıpico del volu´men Eucl´ıdeo. Es posible escribir una ecuacio´n
de evolucio´n exacta para la dependencia de AEP con Λ. Esta ecuacio´n fue discutida originalmente
por Wegner y Houghton [41] y por Polchinski [42] cuando probo´ la renormalizacio´n de la teor´ıa
λφ4. La AEGG es la versio´n de camino temporal cerrado de la AEP, donde el promedio sobre
el campo se hace sobre volu´menes en tres dimensiones con una superficie de t = cte. Evaluamos
la AEGG en forma perturbativa, no obstante es posible obtener una ecuacio´n exacta para la
dependencia con Λ de AEGG; y de esta forma poder evaluar de manera no perturbativa la accio´n
de influencia. Un primer intento en esta direccio´n ha sido efectuado en la Ref. [43].
Para finalizar el cap´ıtulo, deseamos mencionar una posible aplicacio´n de la AEGG para el
ana´lisis de transiciones de fase en teor´ıa de campos. Cuando un campo sufre una transicio´n de
fase con ruptura de la simetr´ıa, desarrolla una estructura espacial de dominios que crece con el
tiempo. El crecimiento de los dominios esta´ asociado a la dina´mica de los defectos topolo´gicos
que aparecen. Ahora bien, el objeto que contiene gran parte de la informacio´n es el para´metro de
orden de la transicio´n y esta´ representado por el valor promedio del campo sobre el taman˜o de
cada dominio. Por lo tanto, es la AEGG la herramienta indicada para estudiar las transiciones de
fase, incluyendo el proceso de transicio´n cua´ntico-cla´sico del para´metro de orden y la formacio´n
de defectos topolo´gicos [44, 45].
Cap´ıtulo 4
La accio´n de influencia en gravedad
semicla´sica
Pese a todos los intentos por lograr una descripcio´n unificada de las interacciones fundamentales
de la Naturaleza, la gravitatoria continu´a siendo la interaccio´n ma´s problema´tica de vincular con
las dema´s en una manera consistente. Por lo tanto, ante la ausencia de una teor´ıa cua´ntica de
la gravitacio´n, una pregunta importante es: ¿podemos decir algo acerca de la influencia de los
campos cua´nticos de materia sobre la geometr´ıa cla´sica del espacio-tiempo? Con el advenimiento
de la meca´nica cua´ntica, muchos ca´lculos fueron efectuados asumiendo al campo electromagne´tico
como un campo cla´sico de fondo, interactuando con materia cua´ntica. Bajo ciertas circunstancias
esta aproximacio´n semicla´sica produjo resultados en total acuerdo con la posterior electrodina´mica
cua´ntica. En consecuencia, uno puede esperar que un re´gimen similar exista para los aspectos
cua´nticos de la gravedad, en el cual el campo gravitatorio es considerado como un campo cla´sico
de fondo, mientras que los campos de materia esta´n cuantizados de la manera usual.
A partir de la propuesta de J. Hartle y S. Hawking para la funcio´n de onda del Universo
[46], la validez de la aproximacio´n semicla´sica ha sido ampliamente estudiada, principalmente
en modelos cosmolo´gicos de minisuperespacio en cuatro dimensiones. Como mencionamos en
la Introduccio´n, el l´ımite semicla´sico esta´ basado en dos ingredientes principales: correlaciones
y pe´rdida de coherencia [47]. Al igual que en el caso del movimiento Browniano cua´ntico, las
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correlaciones entre las diferentes variables fue analizada por medio de la funcional de Wigner [48],
mientras que la pe´rdida de coherencia fue estudiada a partir de la matriz densidad reducida [49].
Un exceso en la pe´rdida de coherencia puede producir ausencia en las correlaciones cla´sicas [50],
por lo tanto ambos aspectos no son manifestaciones independientes. Posteriormente, la transicio´n
cua´ntico-cla´sica fue analizada utilizando la funcional de pe´rdida de coherencia de J. Hartle y
M. Gell-Mann [51], la cual es una funcional de dos historias cla´sicas de la geometr´ıa D[g+µν , g−µν ],
despue´s de haber integrado las variables cua´nticas. La me´trica gµν puede considerarse como cla´sica
si la funcional de pe´rdida de coherencia es diagonal (o aproximadamente diagonal). En ese caso,
las probabilidades para diferentes historias satisfacen la regla cla´sica de suma de probabilidades,
y entonces los te´rminos de interferencia cua´ntica son despreciables.
Si bien no contamos con una teor´ıa cua´ntica de la gravitacio´n, podemos obtener informacio´n
acerca de la transicio´n cua´ntico-cla´sica. De la misma manera que en el caso de la part´ıcula
Browniana cua´ntica, se pueden conocer los efectos de las fluctuaciones cua´nticas del entorno sobre
la part´ıcula, siendo e´sta de naturaleza cla´sica. Siguiendo nuestra formulacio´n de la funcional
de influencia para sistemas cua´nticos abiertos, la me´trica del espacio-tiempo gµν juega el rol del
“sistema”, y los campos cua´nticos del “entorno”. De esta manera, integrando so´lo los grados de
libertad del entorno podemos obtener informacio´n relevante acerca de la disipacio´n, el ruido y la
transicio´n cua´ntico-cla´sica que sufre el sistema. Como veremos en este cap´ıtulo, la funcional de
influencia esta´ relacionada con la funcional de pe´rdida de coherencia de Hartle y Gell-Mann.
El efecto de los campos cua´nticos sobre la geometr´ıa del espacio-tiempo constituye un problema
fundamental en el marco de las teor´ıas semicla´sicas. La manera de estudiar estos efectos cua´nticos
de los campos sobre la geometr´ıa (que suponemos como cla´sica) esta´ basada en el estudio de las
ecuaciones de Einstein semicla´sicas [52]
1
8πG
Gµν = T
clas
µν + 〈Tµν〉, (4.1)
donde Gµν es el tensor de Einstein; T
clas
µν es el tensor de energ´ıa-impulso cla´sico y con el valor
medio 〈Tµν〉 incorporamos los efectos de los campos cua´nticos.
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El estudio de estas ecuaciones es fundamental para entender procesos tales como el estado final
de la evaporacio´n de agujeros negros y problemas de pe´rdida de informacio´n; o para entender el
efecto de los campos cua´nticos sobre las singularidades cla´sicas de la relatividad general.
El ana´lisis de las ecuaciones de Einstein semicla´sicas en modelos realistas es una tarea muy
complicada. Por esta razo´n es importante formular modelos simplificados donde tales dificultades
no se manifiesten, pero que provean de resultados que permitan inducir los efectos de los modelos
generales. Los modelos de gravedad escalar-tensorial en dos dimensiones son muy u´tiles en este
sentido. A partir de estos modelos es posible entender algunos de los principales problemas
referidos a las propiedades cua´nticas de los agujeros negros y la influencia de los efectos cua´nticos
en situaciones cosmolo´gicas [53].
Estas ecuaciones semicla´sicas no proveen una descripcio´n completa del problema, por ejem-
plo cuando el estado de los campos cua´nticos es tal que el tensor de energ´ıa-impulso presenta
importantes fluctuaciones alrededor de su valor medio [54], motivo por el cual en el Cap´ıtulo 5
estudiaremos las correcciones estoca´sticas a (4.1) que deben incluirse en los modelos ma´s realistas.
En el presente cap´ıtulo estudiaremos fundamentalmente cua´l en el dominio de aplicacio´n de la
aproximacio´n semicla´sica y en que´ circunstancias dicha aproximacio´n puede justificarse. En este
contexto, los modelos en dos dimensiones proveen importantes simplificaciones para el ca´lculo de
la funcional de influencia en gravedad semicla´sica. La organizacio´n de este cap´ıtulo puede re-
sumirse de la siguiente manera: en primer lugar presentamos el modelo bi-dimensional de Callan-
Giddings-Harvey-Strominger; derivamos las ecuaciones de movimiento cla´sicas y calculamos la
accio´n efectiva exacta. Seguidamente mostramos co´mo obtener la accio´n efectiva de camino tem-
poral cerrado para este modelo a partir de la expresio´n de la accio´n efectiva Eucl´ıdea. Deducimos
las ecuaciones de movimiento de manera covariante, evaluando la contribucio´n de las correc-
ciones cua´nticas aportadas por los campos de materia. Analizamos la radiacio´n de Hawking para
me´tricas de agujeros negros. Posteriormente estudiamos modelos donde el dilato´n esta´ acoplado
a los campos de materia, re-analizando los problemas antes mencionados, destacando resultados
f´ısicos importantes. Finalmente estudiamos la transicio´n cua´ntico-cla´sica a partir del ca´lculo de
la funcional de influencia.
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4.1 El modelo de Callan-Giddings-Harvey-Strominger
Los trabajos de S. Hawking acerca de la evaporacio´n de agujeros negros [55, 56] sugieren que el
proceso de formacio´n y subsiguiente evaporacio´n de un agujero negro no esta´ gobernado por las
leyes de la meca´nica cua´ntica ordinaria: estados puros podr´ıan evolucionar en estados mixtos. Esta
conjetura es dif´ıcil de probar debido a la gran cantidad de grados de libertad y a la complejidad del
espacio-tiempo en cuatro dimensiones. Un modelo donde se pueda controlar anal´ıticamente todos
los grados de libertad es de mucha utilidad. C. Callan, S. Giddings, J. Harvey y A. Strominger
(CGHS) [57] propusieron un modelo bi-dimensional inspirado en teor´ıas efectivas de cuerdas a
bajas energ´ıas [58] que desperto´ gran intere´s. El modelo (CGHS) es un modelo bi-dimensional de la
gravedad, acoplado a un campo escalar llamado el dilato´n y a N campos conformes fi, que contiene
soluciones de agujero negro y radiacio´n de Hawking. En este modelo puede calcularse el efecto
completo de los campos cua´nticos fi sobre la geometr´ıa del espacio-tiempo, y en consecuencia
el problema semicla´sico puede resolverse exactamente [59, 60]. CGHS propusieron la siguiente
accio´n cla´sica:
SCGHS =
1
2π
∫
d2x
√
−g(x)
{
e−2φ
[
R+ 4(∂φ)2 + 4λ2
]
− 1
2
N∑
i=1
(∂fi)
2
}
, (4.2)
donde φ es el dilato´n, R es el escalar de Ricci en dos dimensiones, λ es una constante positiva y los
fi son N campos escalares no-masivos, acoplados conformemente a la geometr´ıa bi-dimensional.
Esta accio´n representa una accio´n efectiva que describe a los modos radiales de agujeros negros
dilato´nicos extremales en cuatro o ma´s dimensiones, y tambie´n esta´ relacionada a la accio´n de cuer-
das no cr´ıticas a bajas energ´ıas. Independientemente de su motivacio´n, es un modelo simplificado
interesante para estudiar el problema en cuestio´n.
4.1.1 Ecuaciones cla´sicas de movimiento
Las ecuaciones de movimiento para cada uno de los campos de la teor´ıa: gµν , φ y f se obtienen
tomando la variacio´n funcional de la accio´n respecto de cada campo. Definiendo nuevas coorde-
nadas,
x+ = t+ x , x− = t− x, (4.3)
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las ecuaciones de movimiento son
T+− =
δSCGHS
δg+−
= 0, (4.4)
T++ =
δSCGHS
δg++
= 0, (4.5)
T−− =
δSCGHS
δg−−
= 0. (4.6)
En dos dimensiones (1+1) siempre es posible elegir la medida conforme
gµν = e
2ρηµν , (4.7)
donde ηµν es la me´trica del espacio plano de Minkowski (con signatura (−,+)) y el factor e2ρ se
conoce como el factor conforme o factor de Weyl; el intervalo puede escribirse como
ds2 = e2ρ[−dt2 + dx2] = −e2ρdx+dx−. (4.8)
Expl´ıcitamente, las ecuaciones de movimiento, en esta medida son:
T±± = e
−2φ(4∂±ρ∂±φ− 2∂2±φ) +
1
2
∂±∂±f = 0, (4.9)
T+− = e
−2φ(2∂+ρ∂−φ− 4∂+φ∂−φ− λ2e2ρ) = 0, (4.10)
− 4∂+∂−φ+ 4∂+φ∂−φ+ 2∂+∂−ρ+ λ2e2ρ = 0, (4.11)
∂+∂−f = 0. (4.12)
Sumando miembro a miembro las ecuaciones (4.10) y (4.11) se obtiene
∂+∂−(ρ− φ) = 0, (4.13)
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por lo tanto ρ− φ es un campo libre y, en consecuencia,
ρ− φ = 1
2
W+(x
+) +
1
2
W−(x
−) ≡ 1
2
W. (4.14)
Teniendo en cuenta (4.13) podemos escribir:
∂+∂−e
−2φ + λ2e2(ρ−φ) = 0, (4.15)
de donde se deduce que
∂+∂−e
−2φ = −λ2e2(ρ−φ) = −λ2e(W++W−). (4.16)
Integrando esta ecuacio´n obtenemos,
e−2φ = −λ2
∫
dx−eW−(x
−)
∫
dx+eW+(x
+) + u+(x
+) + u−(x
−), (4.17)
donde u+ y u− son funciones a determinar a partir de las ecuaciones (4.9) y (4.12). Definiendo:
u = u+(x
+) + u−(x
−), (4.18)
h±(x
±) = λ
∫ x±
dx±eW± , (4.19)
se puede obtener formalmente que
e−2φ = u− h+h−, (4.20)
y en consecuencia
e−2ρ = e−W (u− h+h−). (4.21)
Para completar la solucio´n, es necesario conocer las funciones u+ y u−. La ecuacio´n (4.12)
para los campos de materia implica que
f = f+(x
+) + f−(x
−), (4.22)
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por lo que utilizando las ecuaciones de v´ınculo (4.9), y a partir de (4.20) y (4.21) encontramos
que:
u+ =
M
2λ
− 1
2
∫
dx+eW+
∫
dx−e−W+∂+f∂+f, (4.23)
u− =
M
2λ
− 1
2
∫
dx+eW−
∫
dx−e−W−∂−f∂−f. (4.24)
En ambas ecuaciones, el te´rmino M2λ es una constante de integracio´n cuyo significado quedara´ claro
en lo que sigue de este cap´ıtulo.
Consideremos primero las soluciones de vac´ıo, es decir, con f = 0. En este caso es trivial notar
que
u = u+ + u− =
M
2λ
, (4.25)
y que, adema´s
h± = λx±, (4.26)
(a menos de traslaciones constantes en x+ y x−). Fijando completamente la medida, es decir
eligiendo W = 0, el campo de Liouville ρ (que frecuentemente llamamos me´trica) y el dilato´n
pueden escribirse como
e−2ρ = e−2φ =
M
λ
− λ2x+x−, (4.27)
y el elemento de l´ınea es
ds2 =
dx+dx−
(λ2x+x− − M
λ
)
. (4.28)
La solucio´n (4.27) con M 6= 0 corresponde a la solucio´n de agujero negro bi-dimensional
encontrada por Witten. M resulta ser la masa del agujero negro [58]. La me´trica (4.27) puede
llevarse a una forma manifiestamente esta´tica mediante el siguiente cambio de coordenadas:
λx+ = eλσ
+
= eλ(τ+σ), (4.29)
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λx− = −e−λσ− = −e−λ(τ−σ), (4.30)
de donde es simple obtener:
ds2 = (−dτ2 + dσ2)
[
1
1 + M
λ
e−2λσ
]
. (4.31)
En el caso particular en que M = 0, la me´trica es plana y el dilato´n resulta lineal en la
coordenada espacial,
φ = −1
2
ln[−λ2x+x−] = −1
2
λ(σ+ − σ−) = −λσ, (4.32)
a esta solucio´n con M = 0 se la conoce como “vac´ıo de dilato´n lineal”. Cuando M 6= 0 la me´trica
(4.31) representa a la de un agujero negro de masaM [57]. El horizonte esta´ en el l´ımite σ → −∞.
Para poder estudiar la formacio´n y eventual evaporacio´n de un agujero negro es necesario
considerar aquellas soluciones con f 6= 0. Para ello necesitamos considerar el tensor de energ´ıa-
impulso de los campos de materia, definido por:
T fµν =
2√
g
δSf
δgµν
, (4.33)
donde Sf es la parte de la accio´n CGHS que corresponde a los campos de materia f . En la medida
conforme,
T f±± = ∂±f∂±f, (4.34)
T f+− = T
f
−+ = 0. (4.35)
Del resultado anterior para la solucio´n de vac´ıo es de esperar que una perturbacio´n debida
a la presencia de campos de materia resulte en la formacio´n de un agujero negro. Por lo tanto
es instructivo considerar una onda de choque (o pulso de materia) de amplitud a viajando en la
direccio´n x−, descripta por el tensor de energ´ıa-impulso:
1
2
∂+f∂+f = aδ(x
+ − x+0 ). (4.36)
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Nuevamente, eligiendo la medida a partir de W = 0, y utilizando las ecuaciones anteriores, es
fa´cil probar que
u′′+ = −aδ(x+ − x+0 ), (4.37)
donde las primas denotan derivadas respecto de x+. Integrando dos veces obtenemos
u+ = −a(x+ − x+0 )θ(x+ − x+0 ). (4.38)
La ecuacio´n ana´loga para u− implica que u− = αx− + β. As´ı, la me´trica y el dilato´n quedan
dados por la siguiente expresio´n:
e−2φ = e−2ρ = −a(x+ − x+0 )θ(x+ − x+0 )− λ2x+x−. (4.39)
Es importante notar que para x+ < x+0 se re-obtiene el vac´ıo de dilato´n lineal, mientras que
para x+ > x+0 la solucio´n es la correspondiente a la de un agujero negro de masa ax
+
0 λ (luego
de redefinir a x− por x− − a
λ2
). En conclusio´n, cualquier onda de materia incidente en gravedad
dilato´nica cla´sica produce un agujero negro con horizonte y singularidad.
Para demostrar esta u´ltima afirmacio´n, calculamos expl´ıcitamente el escalar de curvatura, que
en el modelo bi-dimensional siempre esta´ dado en te´rminos de derivadas del factor de Liouville
(en la medida conforme).
R = 8e−2ρ∂+∂−ρ. (4.40)
Luego, utilizando la ecuacio´n (4.39) el escalar R puede escribirse
R = 4
[
u′+u
′
− + λ
2(u− x+u′+ − x−u′−)
u− λ2x+x−
]
, (4.41)
donde podemos notar que el escalar de curvatura diverge a lo largo de la curva u− λ2x+x− = 0.
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La eventual existencia de horizontes puede ponerse de manifiesto por medio de un sistema
de coordenadas en el cual la me´trica es asinto´ticamente plana. Haciendo el siguiente cambio de
coordenadas:
eλσ
+
= λx+, (4.42)
e−λσ
−
= −λx− − a
λ
, (4.43)
la me´trica toma la forma
e2ρ =


[
1 + aλe
λσ−
]−1
si σ+ < σ+0[
1 + aλe
λ(σ−−σ++σ+0 )
]−1
si σ+ > σ+0
(4.44)
de donde es fa´cil ver que en coordenadas (σ+, σ−) el factor conforme e2ρ se anula cuando σ− →∞,
que al pasar a las coordenadas (x+, x−) implica la existencia de un horizonte sobre la curva
x− = − a
λ2
[57, 58].
4.1.2 Efectos cua´nticos: la accio´n efectiva Eucl´ıdea
Para poder incluir los efectos cua´nticos debido a los campos de materia f , debemos calcular las
correcciones que aparecen en el tensor de energ´ıa-impulso. Es decir, podemos descomponer al
tensor en una contribucio´n cla´sica y una cua´ntica:
Tµν = T
clas
µν + 〈Tµν〉. (4.45)
Donde 〈Tµν〉 proviene de la variacio´n funcional de la correspondiente accio´n efectiva definida a
partir de
e−S
E
ef = det[−2]− 12 = N
∫
Dfe− 12
∫
d2xf(−2)f , (4.46)
debido a que estamos integrando funcionalmente sobre campos escalares no-masivos mı´nimamente
acoplados en dos dimensiones.
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Debido a la simetr´ıa conforme, la traza del tensor de energ´ıa-impulso de los campos escalares se
anula cla´sicamente, pero existe a nivel cua´ntico una anomal´ıa. En dos dimensiones, debido a que
todas las me´tricas son conformemente planas, una teor´ıa de campos no-masivos libre ser´ıa trivial
sin anomal´ıas conformes. Por otro lado, como la me´trica bi-dimensional tiene so´lo una componente
desconocida, la accio´n efectiva esta´ univocamente determinada por la anomal´ıa de traza de su
variacio´n funcional (tensor de energ´ıa-impulso). Como la traza del tensor de energ´ıa-impulso
es proporcional a R (que determina completamente al tensor de Riemann en dos dimensiones),
la contribucio´n a la accio´n efectiva a partir de un campo no-masivo en dos dimensiones puede
conocerse de manera exacta. En consecuencia, como
T µµ = g
µνTµν =
2√
g
gµν
δSef
δgµν
=
R
24π
, (4.47)
en la medida conforme podemos obtener la accio´n efectiva debida a los campos de materia cua´nticos
integrando la ecuacio´n (4.47):
SEef = S
E
CGHS −
N
96π
∫
d2x
√
g(x)
∫
d2x′
√
g(x′)R(x)
1
2
R(x′). (4.48)
Esta es la conocida accio´n de Polyakov.
En las secciones siguientes del presente cap´ıtulo haremos un ana´lisis detallado del tensor de
energ´ıa-impulso asociado a esta accio´n efectiva y de las ecuaciones de movimiento obtenidas a
partir de e´l. Pero ahora centraremos nuestra atencio´n en el ca´lculo del tensor de energ´ıa-impulso
de los campos de materia.
Calculando la variacio´n funcional de (4.48) podemos obtener la contribucio´n cua´ntica al tensor
de energ´ıa-impulso:
〈Tµν〉 = − 1
24π
∫
d2y
√
g [∇µ∇ν − gµν2](x)R(y)
1
2
+
1
96π
∫
d2x
√
g
∫
d2y
√
g
{
−gµν∂αR(x)
2
∂α
R(y)
2
+ 2∂µ
R(x)
2
∂ν
R(y)
2
}
, (4.49)
donde el primer te´rmino contiene la informacio´n acerca de la anomal´ıa de traza y el segundo, si
bien tiene traza nula, contiene efectos no triviales como por ejemplo, es el te´rmino que aporta la
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radiacio´n de Hawking para me´tricas de colapso de agujero negro. Volveremos a este punto ma´s
adelante.
4.1.3 La accio´n efectiva de camino temporal cerrado
La manera usual de obtener las ecuaciones semicla´sicas de movimiento se basa en tomar la variacio´n
funcional de (4.48). Estrictamente, e´sta no es la manera correcta. Si pasamos del espacio Eucl´ıdeo
al de Minkowski reemplazando el propagador Eucl´ıdeo por el de Feynman obtenemos la accio´n
efectiva in-out usual (como veremos ma´s adelante al evaluar la creacio´n de part´ıculas en me´tricas
cosmolo´gicas). Las ecuaciones de movimiento derivadas a partir de esta accio´n no son reales ni
causales porque ellas son ecuaciones para los elementos de matriz in-out y no para valores medios
de los campos. La solucio´n de este problema radica en el formalismo de camino temporal cerrado
(CTC) [19, 31, 32]. Con este formalismo podemos construir una accio´n efectiva in-in para los
valores de expectacio´n. Asumiendo el punto de vista semicla´sico, donde no integramos sobre las
diferentes configuraciones de la me´trica, la accio´n efectiva CTC se define como [31, 32]:
eiS
CTC
ef
[g±,f±] = N ei(SCGHS[g+,f+]−SCGHS[g−,f−])
∫
Dfˆ+Dfˆ−ei(Smat[g+,fˆ+]−Smat[g−,fˆ−]). (4.50)
Las ecuaciones de movimiento se obtienen tomando la variacio´n de esta accio´n con respecto a
la me´trica g+µν , e imponiendo que g
+
µν = g
−
µν . Las integrales de la ecuacio´n (4.50) deben re-
alizarse sobre las fluctuaciones cua´nticas de los campos. Por lo tanto fˆ+ y fˆ− deben tener modos
de frecuencia negativa y positiva, respectivamente, en el pasado remoto (estas son las llamadas
condiciones de contorno in) y deben coincidir sobre una hipersuperficie espacial en el futuro (a un
tiempo finito). Esta hipersuperficie, la cual debe ser una hipersuperficie de Cauchy, la llamaremos
Σ. En consecuencia, la integral de camino puede pensarse como la integral de camino de dos
campos independientes que evolucionan en dos ramas temporales diferentes; una en la direccio´n
positiva del tiempo en presencia de la fuente g+µν desde el vac´ıo in hasta Σ, y la otra en la direccio´n
temporal contraria, desde Σ hasta el vac´ıo in en presencia de la fuente g−µν . El v´ınculo que debe
imponerse a la evolucio´n de los campos es fˆ+|Σ = fˆ−|Σ. Es importante notar que fˆ y gµν son
independientes sobre las ramas + y −.
4.1. El modelo de Callan-Giddings-Harvey-Strominger 59
En la aproximacio´n semicla´sica, la AECTC coincide con la accio´n efectiva de granulado grueso
definida en el Cap´ıtulo 3, y puede escribirse, sin pe´rdida de generalidad como [61]
SCTCef = SCGHS[g
+
µν , f
+]− SCGHS[g−µν , f−] + ΓFI[g±µν ], (4.51)
donde ΓFI[g
±
µν ] es la accio´n de influencia, presentada en los cap´ıtulos 2 y 3. Como veremos, esta
accio´n depende de la hipersuperficie Σ, donde los campos deben coincidir. Como en todo sistema
cua´ntico abierto donde realizamos la integracio´n sobre las variables correspondientes al entorno
(en este caso las fluctuaciones cua´nticas de los campos de materia fˆi), encontramos una descripcio´n
“efectiva” para el sistema (la me´trica gµν , el dilato´n, y la configuracio´n cla´sica de fondo de los
campos de materia fi). El objeto e
iSCTC
ef es ba´sicamente la funcional de influencia y coincide con
la funcional de pe´rdida de coherencia de Hartle y Gell-Mann [51].
En nuestro caso presente, elegimos como condicio´n inicial para el estado cua´ntico de los campos
escalares el estado de vac´ıo in en el pasado remoto |0, in〉. Para elecciones ma´s generales, la accio´n
de influencia es un objeto ma´s complicado que depende fuertemente de las mismas [30].
La funcional de influencia puede escribirse alternativamente como:
eiS
CTC
ef =
∑
α
〈0, in|α, T 〉g− 〈α, T |0, in〉g+ , (4.52)
y en consecuencia puede interpretarse como el producto escalar, sobre Σ, entre los estados evolu-
cionados temporalmente (sobre cada una de las me´tricas g±µν) desde el estado inicial comu´n hasta
la hipersuperficie futura comu´n Σ. La AECTC tambie´n puede escribirse alternativamente en
te´rmino de los coeficientes de Bogolubov que “conectan” las bases in y out de cada rama tempo-
ral. Esto implica que existe pe´rdida de coherencia si y so´lo si existe creacio´n de part´ıculas durante
la evolucio´n del campo [36].
La ecuacio´n (4.50) puede escribirse tambie´n como [62, 63]
eiS
C
ef
[g,f ] = N eiSCCGHS[g,f ]
∫
DfˆeiSCmat[g,fˆ ], (4.53)
donde hemos introducido el camino temporal complejo CTC C = C+ ∪ C−, que va desde menos
infinito a Σ (C+), y retorna, con una parte imaginaria infinitesimal decreciente (C−). Las integrales
60 La accio´n de influencia en gravedad semicla´sica
temporales sobre el contorno C esta´n definidas por ∫C dt = ∫C+ dt−∫C− dt. Las fluctuaciones fˆ de la
ecuacio´n (4.53) esta´n relacionadas con aquellas presentes en (4.50) por la relacio´n fˆ(t, x) = fˆ±(t, x)
si t ∈ C±. Lo mismo se aplica para gµν y para la configuracio´n cla´sica de fondo f . Esta ecuacio´n
es u´til porque tiene la estructura de la accio´n efectiva in-out o de la accio´n Eucl´ıdea usual. Las
reglas de Feynman son las ordinarias, simplemente reemplazando los propagadores Eucl´ıdeos de
la siguiente manera:
G(x, y) =


G++(x, y) = i〈0, in|T fˆ+(x)fˆ+(y)|0, in〉, t, t′ ambos sobre C+
G−−(x, y) = −i〈0, in|T˜ fˆ−(x)fˆ−(y)|0, in〉, t, t′ ambos sobre C−
G+−(x, y) = −i〈0, in|fˆ+(x)fˆ−(y)|0, in〉, t sobre C+, t′ sobre C−
G−+(x, y) = i〈0, in|fˆ−(y)fˆ+(x)|0, in〉, t sobre C−, t′ sobre C+
(4.54)
Cada propagador se define teniendo en cuenta que las fluctuaciones de los campos corresponden
a me´tricas diferentes. Por ejemplo, G++ es el producto ordenado temporalmente de los dos campos
en la me´trica +, mientras que G−− es el producto anti-temporalmente ordenado para los campos
en la me´trica −. Es por e´sto que la relacio´n usual entre estas funciones de Green G++ = G⋆−− ya
no es va´lida porque cada propagador esta´ definido sobre me´tricas diferentes. De la misma forma,
G+− se construye a partir del producto de un campo definido sobre la me´trica + con otro sobre
la −. Los propagadores de Feynman y Dyson se representan por
G±±(x, y) = G±(x, y) θ(x
0 − y0) +G∓(x, y) θ(y0 − x0) (4.55)
pero ahora no son va´lidas las relaciones usuales G+ = G+− y G− = G−+.
A partir de las ecuaciones (4.48) y (4.54) la accio´n efectiva de camino temporal cerrado es:
SCTCef = SCGHS(g
+
µν , f
+)− SCGHS(g−µν , f−)
− N
96π
∫
d2x
√
−g(x)
∫
d2y
√
−g(y) Ra(x) Gab(x, y) Rb(y), (4.56)
donde los ı´ndices a y b denotan cada una de las ramas CTC, + y −.
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4.1.4 Las ecuaciones de movimiento covariantes
Aunque nuestro intere´s fundamental radica en el estudio del proceso de pe´rdida de coherencia, en
esta seccio´n mostramos co´mo se deducen las ecuaciones de movimiento covariantes a partir de la
AECTC. Estas ecuaciones no pueden derivarse directamente a partir de la ecuacio´n (4.48) porque,
como mencionamos al inicio, el formalismo CTC es necesario para evaluarlas correctamente a partir
de una accio´n efectiva. En general, las ecuaciones semicla´sicas de movimiento han sido halladas
por medio de [64]
2
δSCGHS
δgµν
= 〈Tµν〉. (4.57)
Las componentes del tensor de energ´ıa-impulso pueden determinarse utilizando la anomal´ıa de
traza e imponiendo la ley de conservacio´n [65]. En la literatura previa, estas ecuaciones han sido
escritas y estudiadas en la medida conforme. Pero esta manera de calcular restringe la posibi-
lidad de hallar las componentes del tensor de energ´ıa-impulso para aquellos campos de materia
conformes o no acoplados al dilato´n, dado que para estos casos ma´s generales o no conocemos la
anomal´ıa de traza, y/o el tensor de energ´ıa-impulso no se conserva [66].
El formalismo CTC nos permite derivar las ecuaciones de movimiento covariantes a partir de
la expresio´n:
δSCTCef
δg+µν
|g+µν=g−µν = 0. (4.58)
En consecuencia, la principal dificultad esta´ en la variacio´n funcional de las funciones de Green
respecto a la me´trica. Despue´s de expandir al campo en modos, podemos probar que [67]
δG++ = Gret δ2 G++ +G++ δ2 Gavan −Gret δ2 Gavan, (4.59)
δG+− = Gret δ2 G+−, (4.60)
δG−+ = Gret δ2 G−+, (4.61)
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donde Gret y Gavan son las funciones de Green retardada y avanzada usuales, respectivamente. La
variacio´n funcional del operador dalambertiano δ2 actuando sobre una funcio´n escalar arbitraria
w esta´ dada por [67]:
δ2w = −∇µ∇νwδgµν − 1
2
∂λwgµν (δgλν;µ + δgµλ;ν − δgµν;λ) . (4.62)
En las ecuaciones que provienen de la variacio´n funcional todos los propagadores Gret, Gavan, G+−
y G−+ esta´n evaluados en g
+
µν = g
−
µν , porque es lo que necesitamos para obtener las ecuaciones de
movimiento. Finalmente, las ecuaciones covariantes esta´n dadas por:
δSCGHS
δg+µν
≡ 1
2
〈Tµν〉 = − N
48π
∫
d2y
√
−g(y) R(y) [∇µ∇ν − gµν2](x) Gret(x, y)]
+
N
192π
∫
d2x
√
−g(x)
∫
d2y
√
−g(y) {2R(x) ∂µ(z)Gret(x, z) ∂ν(z)Gret(z, y) R(y)
− R(x) gµν(z) ∂α(z)Gret(x, z) ∂α(z)Gret(z, y) R(y)} . (4.63)
La expresio´n anterior es la misma que la calculada en la ecuacio´n (4.49), donde los propagadores
Eucl´ıdeos fueron reemplazados por los retardados, por lo tanto e´stas son ecuaciones de movimiento
no-locales, reales y causales. De (4.63) obtenemos la anomal´ıa conocida [52, 67]
〈T µµ 〉 = 2gµν
δSCTCef
δg+µν
= N
R
24π
. (4.64)
En la medida conforme,
〈T+−〉 = 〈T−+〉 = − N
12π
∂+∂−ρ, (4.65)
〈T±±〉 = − N
12π
[∂2±ρ− ∂±ρ∂±ρ− t±]. (4.66)
Las funciones t± dependen de x± y pueden escribirse como
t± = ∂2±S
± − 2∂±S±∂±S±, (4.67)
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donde las funciones S± son:
S+(x+) =
∫
d2y ∂y− [ρ(y)∂y+Gret(x, y)], (4.68)
S−(x−) =
∫
d2y ∂y+ [∂y−ρ(y)Gret(x, y)]. (4.69)
Las funciones t± dependen del estado cua´ntico de los campos de materia. En el modelo
CGHS esta´n completamente determinadas por las condiciones de contorno en el pasado remoto
que corresponden al estado de vac´ıo in. Como ejemplo calculamos la expresio´n expl´ıcita de estas
funciones para me´tricas cosmolo´gicas y de agujero negro.
Para me´tricas cosmolo´gicas, ρ es una funcio´n del tiempo conforme t, ρ = ρ(t). Como el
propagador retardado es
Gret(x, y) = θ(tx − ty − |x− y|), (4.70)
las funciones t± son
t± = ∂2±ρ− ∂±ρ∂±ρ. (4.71)
Por lo tanto, por las ecuaciones (4.67), (4.66) y (4.67) obtenemos
〈T+−〉 = 〈T−+〉 = − N
12π
ρ¨, (4.72)
〈T±±〉 = 0. (4.73)
De donde es simple ver que so´lo aparece la anomal´ıa de traza [68].
Si consideramos la onda de choque de la seccio´n 4.1.1
1
2
∂+f∂+f = aδ(x
+ − x+0 ),
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podemos hallar las funciones t± en las coordenadas σ±
t± = ∂2σ±ρ− ∂σ±ρ∂σ±ρ, (4.74)
y las componentes del tensor de energ´ıa-impulso son
〈T±±〉 = −N
12
[∂2±ρ− ∂±ρ∂±ρ− ∂2σ±ρ+ ∂σ±ρ∂σ±ρ]. (4.75)
Este resultado es va´lido para todo el espacio-tiempo. En particular, para la regio´n de vac´ıo donde
∂σ+ρ se anula obtenemos [57]
t+(σ+) = 0, (4.76)
t−(σ−) = −1
4
λ2
[
1−
(
1 +
a
λ
eλσ
−
)−2]
. (4.77)
Que es el resultado conocido a trave´s de la literatura.
4.1.5 Radiacio´n de Hawking: modelo CGHS
Siguiendo el razonamiento empleado en la seccio´n anterior, consideramos la formacio´n de un
agujero negro por colapso gravitacional de una onda de choque situada en x+ = x+0 . Cuando
x+ < x+0 , como demostramos anteriormente, la me´trica es la de Minkowski, es decir
ds2in = −dx−indx+in , x−in = t− x , x+in = t+ x. (4.78)
Para x+ > x+0 , la geometr´ıa esta´ representada por
ds2 = −λ(r)dudv, (4.79)
u = t− r∗ , v = t+ r∗ , dr
dr∗
= λ(r) ,
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Fig. 4.1: Diagrama de Penrose correspondiente al colapso gravitatorio de
una onda de choque.
donde λ(r) se anula sobre el horizonte de eventos r = r+. Para un agujero negro de Schwarzschild
tenemos, por ejemplo que λ(r) = 1 − 2M
r
; en lo que sigue mantendremos la generalidad con la
funcio´n λ(r).
La relacio´n entre las coordenadas “in” y “out” que representan uno y otro lado respecto de la
onda de choque se obtiene de empalmar ambas geometr´ıas en x+ = x+0 :
v = x+in ,
dx−in
du
= λ
[
1
2
(x+0 − x−in)
]
. (4.80)
Como hemos visto ((4.63)), en la ecuacio´n (4.49) la expresio´n formal 1
2
R denota al propa-
gador retardado Gret actuando sobre el escalar de Ricci. Utilizando la medida conforme, ds
2 =
−e2ρdx+dx− tenemos que −22ρ = R, por ello ρ esta´ formalmente representado por −2ρ = 1
2
R.
El propagador retardado queda definido por la relacio´n −2ρin = GretR donde ρin es el factor de
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Liouvlle en las coordenadas “in”. La relacio´n entre los factores conformes en las coordenadas “in”
y “out”, respectivamente queda determinado entonces por:
e2ρin = e2ρout
du
dx−in
dv
dx+in
= e2ρout
du
dx−in
. (4.81)
El flujo de energ´ıa a trave´s de I+ (ver Figura 4.1) esta´ dado por
〈Tuu〉I+ = −
1
12π
[
∂2ρin
∂u2
−
(
∂ρin
∂u
)2]
I+
. (4.82)
Por medio de las ecuaciones (4.80) y (4.81) obtenemos
2[ρin]I+ = log
du
dx−in
+ const = − log[λ(1
2
(x+0 − x−in)] + const.
Combinando las ecuaciones anteriores podemos mostrar que [69]
〈Tuu〉I+ =
1
192π
λ′2 , (4.83)
donde λ′ = λ′(r+). Este flujo corresponde a una temperatura (〈Tuu〉 = π12T 2H)
TH =
1
4π
λ′(r+). (4.84)
Este resultado es aplicable para aquellos agujeros negros cuya me´trica sea asinto´ticamente
plana y de la forma ds2 = −λ(r)dt2 + λ−1(r)dr2. La temperatura de Hawking para un agujero
negro gene´rico tambie´n puede calcularse trabajando en el espacio Eucl´ıdeo y compactificando la
direccio´n temporal. El resultado coincide con (4.84). Por ejemplo, para un agujero negro de
Schwarzschild, tenemos que TH =
1
8π
1
M
. Volveremos a este punto en la siguiente seccio´n.
4.2 Modelos ma´s realistas: acoplamiento dilato´n-campo escalar
Si bien el modelo de CGHS ha sido muy exitoso, es de intere´s investigar otros modelos con una
vinculacio´n directa a modelos en cuatro dimensiones, al menos para algu´n caso en particular. Por
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ejemplo podemos obtener modelos bi-dimensionales a partir de modelos en cuatro dimensiones
pero restringidos a simetr´ıa esfe´rica. En particular, podemos considerar la accio´n de Einstein-
Hilbert usual y campos mı´nimamente acoplados en cuatro dimensiones,
S =
∫
d4x
√
g(4)
[
1
16π
R(4) − 1
2
(∂(4)f)2
]
. (4.85)
Para configuraciones esfe´ricamente sime´tricas
ds2 = gµνdx
µdxν = gab(x
a)dxadxb + e−2φ(x
a)(dθ2 + sin2 θ dϕ2) (4.86)
f = f(xa) , a, b = 0, 1,
la accio´n puede reducirse dimensionalmente a
S =
∫
d2x
√
ge−2φ
[
1
16π
(
R+ 2(∂φ)2 + 2e2φ
)
− 1
2
(∂f)2
]
. (4.87)
A diferencia del modelo CGHS, en esta accio´n los campos escalares de materia esta´n acoplados al
dilato´n.
De la misma manera, comenzando con campos escalares acoplados de manera arbitraria, cuya
accio´n este´ dada por
Smateria = −12
∫
d4x
√
g(4)
[
(∂(4)f)2 + ξR(4)f2
]
, (4.88)
se obtiene, despue´s de la reduccio´n dimensional:
Smateria = −12
∫
d2x
√
ge−2φ
[
(∂f)2 + ξf2(R(2) + 42φ− 6(∂φ)2 + 2e2φ)
]
, (4.89)
que, en te´rminos del campo ψ = e−φf , puede re-escribirse como:
Smateria = −12
∫
d2x
√
g
[
(∂ψ)2 + V ψ2
]
, (4.90)
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con la funcio´n V definida por
V = ξR(2) + (4ξ − 1)2φ+ (1− 6ξ)(∂φ)2 + 2ξe2φ . (4.91)
ξ = 0 y ξ = 1/6 son casos especiales. Para ξ = 1/6, la accio´n es invariante conforme en cuatro
dimensiones, es decir, la accio´n queda invariante frente a transformaciones tales como gµν →
e2σ(x)gµν y f → e−σ(x)f . Desde el punto de vista del modelo bi-dimensional, la invarianza implica
que gab → e2σ(x)gab , φ → φ − σ y ψ → ψ (o f → e−σ(x)f ). La accio´n de materia (4.87),
que corresponde al caso ξ = 0, es invariante conforme en dos dimensiones, es decir, frente a las
transformaciones gab → e2σ(x)gab , φ→ φ y f → f . Para otro acoplamiento diferente de ξ = 0 o
ξ = 1/6, no existe invarianza que implique transformaciones de Weyl en el modelo bi-dimensional.
Consideremos el modelo de la ecuacio´n (4.87). Debido a la simetr´ıa conforme, la traza del
tensor de energ´ıa-impulso de los campos escalares se anula a nivel cla´sico. Como ya hemos men-
cionado, aparece una anomal´ıa a nivel cua´ntico. Esta anomal´ıa ha sido calculada por varios
autores [70]. A partir de estos modelos, algunos efectos nuevos han sido discutidos, como por
ejemplo la evaporacio´n (y la anti-evaporacio´n) de agujeros negros de Schwarzschild-de Sitter [71].
Un aspecto muy importante en estos modelos es que debido al acoplamiento entre el dilato´n y los
campos de materia, el tensor de energ´ıa-impulso bi-dimensional de los campos de materia no se
conserva, y por ello, el conocimiento de la anomal´ıa de traza no es suficiente para determinar el
tensor de energ´ıa-impulso total, como s´ı ocurre en el modelo CGHS [66, 72].
4.2.1 La accio´n efectiva y el tensor de energ´ıa-impulso
A nivel cla´sico, el tensor de energ´ıa-impulso de los campos de materia esta´ dado por
Tab = e
−2φ
[
∂af∂bf − 1
2
gab(∂f)
2
]
. (4.92)
Este tensor tiene traza nula pero su divergencia no lo es; por lo tanto no se conserva. Efectiva-
mente, si utilizamos la ecuacio´n de movimiento cla´sica para f , la divergencia esta´ dada por:
∇aTab = −1
2
∂a(e
−2φ)(∂f)2. (4.93)
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Claramente, el objeto que se conserva gracias al teorema de Noether es el tensor de energ´ıa-
impulso total. Como veremos ahora, La razo´n por la cual Tab no se conserva es clara a partir de
la conservacio´n del tensor de energ´ıa-impulso en cuatro dimensiones.
La conexio´n entre el modelo bi-dimensional y el caso general en cuatro dimensiones puede
ponerse en evidencia debido a que gracias a la simetr´ıa esfe´rica, el tensor de energ´ıa-impulso
general puede escribirse como:
〈T (4)ab 〉 =
1
2π
e2φ
1√
g
δSef
δgab
=
1
4π
e2φ〈Tab〉 ,
〈T (4)ij 〉 =
1
8π
e2φ
1√
g
δSef
δφ
gij , (4.94)
donde los ı´ndices i y j indican las coordenadas angulares.
En realidad, como ∇µT (4)µν = 0, y gracias a la ecuacio´n (4.86), se obtiene que
∇aT (4)ab = 2∂aφT (4)ab − e2φ(∂bφT (4)θθ + sin−2 θ∂bφT (4)ϕϕ ). (4.95)
Luego de utilizar que T
(4)
µν = ∂µf∂νf − 12gµν(∂f)2 y f = f(xa), reproducimos la ecuacio´n (4.93).
A nivel cua´ntico, el valor medio 〈Tab〉 es una cantidad divergente que debe ser renormalizada.
Una renormalizacio´n covariante producira´ entonces un tensor de energ´ıa-impulso que no se con-
serva y que contiene una anomal´ıa de traza.
La accio´n de materia (4.90) puede re-escribirse para ξ = 0 como:
Sψ = −1
2
∫
d2x
√
g
[
(∂ψ)2 + P ψ2
]
, (4.96)
donde P = (∂φ)2 −2φ.
Al igual que en la seccio´n anterior, la accio´n efectiva Eucl´ıdea puede calcularse usando el hecho
que la anomal´ıa de traza esta´ determinada por T = 2gab δS
δgab
= 124π (R − 6P ) [70]. Por lo tanto,
integrando esta ecuacio´n es posible obtener [66]
Sef = − 1
8π
∫
d2x
√
g
∫
d2y
√
g
{
1
12
R(x)
1
2
R(y)− P (x) 1
2
R(y)
}
+ SIef
≡ SAef + SIef . (4.97)
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El primer te´rmino de (4.97), SAef produce la anomal´ıa de traza esperada, mientras que el segundo
te´rmino es invariante frente a transformaciones de Weyl. Este te´rmino es trivial en el caso en
que el dilato´n sea constante y/o si los campos de materia no esta´n acoplados al dilato´n. Por este
motivo no lo incl´ımos al evaluar la accio´n efectiva para el modelo CGHS (ecuacio´n (4.48)).
Trabajando en la medida conforme, el te´rmino invariante de Weyl puede escribirse como:
e−S
I
ef = det[−2p + Pp]−
1
2 = N
∫
Dψ e− 12
∫
d2x ψ(−2p)ψ e−
1
2
∫
d2x Ppψ
2
, (4.98)
donde el sub-´ındice p indica que la cantidad debe evaluarse sobre una me´trica plana; N es una cons-
tante de normalizacio´n. En algunos trabajos esta parte invariante ha sido omitida, produciendo
resultados contradictorios con los de los modelos en cuatro dimensiones [73]. Una manera de
calcular esta parte invariante consiste en realizar una expansio´n en potencias de Pp [74]:
SIef =
∫
d2xPp(x)D1(x) +
∫
d2x
∫
d2yPp(x)D2(x, y)Pp(y) + ... (4.99)
Comparando te´rminos del mismo orden entre las ecuaciones (4.98) y (4.99) obtenemos queD1(x) =
1
2G(x, x), D2(x, y) =
1
4G
2(x, y), donde G es el propagador Eucl´ıdeo plano. Por lo tanto la accio´n,
a segundo orden en la expansio´n en potencias de Pp es:
SIef =
1
4
∫
d2x
∫
d2yPp(x)G
2(x, y)Pp(y) , (4.100)
donde hemos omitido un te´rmino local y divergente que puede ser extra´ıdo mediante la adicio´n
de un contrate´rmino.
El propagador al cuadrado G2, ha sido calculado en la Ref. [75]:
G2(p) =
1
2π
1
p2
ln
p2
µ2
. (4.101)
Finalmente, transformando Fourier la ecuacio´n (4.101), la parte invariante de la accio´n, a segundo
orden en Pp queda:
SIef = −
1
8π
∫
d2x
∫
d2yPp(x)
1
2p
ln
−2p
µ2
Pp(y) (4.102)
= − 1
8π
∫
d2x
√
g
∫
d2y
√
g
{
P (x)
1
2
ln
−2
µ2
P (y) +
∫
d2z
√
gP (x)
1
2
R(y)
2
P (z)
}
.
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La segunda l´ınea de la ecuacio´n (4.102) esta´ escrita de manera expl´ıcitamente covariante usando
el hecho que Pp =
√
gP y que la funcio´n de Green 1/2p es invariante de Weyl. El para´metro
µ representa una escala de corte infraroja, por lo tanto la accio´n efectiva en esta aproximacio´n
depende del para´metro µ debido a que estamos evaluando perturbaciones para campos no-masivos
en dos dimensiones. Los resultados f´ısicos van a depender de µ.
Si bien hemos realizado un desarrollo en potencias de P para evaluar la parte invariante de
Weyl, no hemos desarrollado en potencias de R, a diferencia de lo hecho en [74]. Como veremos,
e´sto sera´ u´til en geometr´ıas no-triviales con P ≪ R.
Una manera alternativa, basada en una aproximacio´n diferente, puede aplicarse para el ca´lculo
de SIef . Esta nueva aproximacio´n corresponde a despreciar la retrodispersio´n de la geometr´ıa sobre
la dina´mica de los campos de materia. Esta aproximacio´n efectivamente supone que el te´rmino
de masa en la ecuacio´n (4.98) es una constante [76]. En este caso, la parte invariante de Weyl es:
SIef = −
1
8π
∫
d2xPp
(
1− logPp
µ2
)
= − 1
8π
∫
d2x
√
g P (x)
(
1− log P
µ2
)
− 1
8π
∫
d2x
√
g
∫
d2y
√
gP (x)
1
2
R(y) . (4.103)
Nuevamente, la expresio´n anterior fue hallada en el espacio plano y luego se obtuvo la expresio´n
covariante. Para ello debemos notar que en la medida conforme, log(
√
g) = −2−1R. Esta´ claro
que podemos calcular las correcciones que vienen del hecho de que en realidad P no es una
constante; e´stas se obtienen haciendo perturbaciones en potencias de derivadas de P [76]. Notar
que el u´ltimo te´rmino en (4.103) se cancelara´ con un te´rmino ide´ntico en la SAef (ver ecuacio´n
(4.97)).
En ambas aproximaciones la accio´n efectiva puede escribirse como Sef = S
A
ef + S
I
ef . Dado que
el tensor de energ´ıa-impulso se obtiene a partir de la accio´n efectiva, varia´ndola respecto de la
me´trica bi-dimensional, una descomposicio´n similar aparece en este caso 〈Tab〉 = 〈TAab〉+ 〈T Iab〉. La
parte que corresponde a la accio´n de la anomal´ıa es independiente de la aproximacio´n hecha para
calcular la parte invariante:
〈TAab〉 =
1
4π
∫
d2y
√
g [∇a∇b − gab2](x) P (y)
1
2
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− 1
24π
∫
d2y
√
g [∇a∇b − gab2](x)R(y)
1
2
+
1
8π
∫
d2y
√
g
[
gab∇cφ∇c − 2∇aφ∇b + gab(∂φ)2 − 2∇aφ∇bφ
]
(x)
R(y)
1
2
+
1
96π
∫
d2x
√
g
∫
d2y
√
g
{
2∂a
R(x)
2
∂b
R(y)
2
− gab∂cR(x)
2
∂c
R(y)
2
}
− 1
8π
∫
d2x
√
g
∫
d2y
√
g
{
2∂a
P (x)
2
∂b
R(y)
2
− gab∂cP (x)
2
∂c
R(y)
2
}
. (4.104)
Este tensor tiene la anomal´ıa de traza correcta: 〈T aa 〉 = 124π (R − 6P ). Adema´s de la anomal´ıa de
traza, contiene una parte de traza nula pero que no se conserva, es decir que su divergencia es
diferente de cero.
La parte del tensor asociada a la accio´n efectiva invariante de Weyl, cambia segu´n cada una
de las aproximaciones efectuadas. En particular, en la aproximacio´n en potencias de P esta´ dada
por, a orden lineal en P
〈T Iab〉 = −
1
4π
∫
d2y
√
g
[
gab∇cφ∇c − 2∇aφ∇b + gab(∂φ)2 − 2∇aφ∇bφ
] P (y)
2
ln
−2
µ2
(4.105)
+
1
4π
∫
d2y
√
g
∫
d2z
√
g
[
gab∇cφ∇c − 2∇aφ∇b + gab(∂φ)2 − 2∇aφ∇bφ
] R(y)
2
P (z)
2
mientras que en la aproximacio´n en que se desprecia la retrodispersio´n, la parte invariante de
Weyl del tensor de energ´ıa-impulso es:
〈T Iab〉 =
1
8π
[
gab∇cφ∇c − 2∇aφ∇b + gab(∂φ)2 − 2∇aφ∇bφ
]
log
P
µ2
− 1
8π
gabP − 1
4π
∫
d2y
√
g [∇a∇b − gab2](x) P (y)
1
2
− 1
8π
∫
d2y
√
g
[
gab∇cφ∇c − 2∇aφ∇b + gab(∂φ)2 − 2∇aφ∇bφ
]
(x)
R(y)
1
2
+
1
8π
∫
d2x
√
g
∫
d2y
√
g
{
2∂a
P (x)
2
∂b
R(y)
2
− gab∂cP (x)
2
∂c
R(y)
2
}
. (4.106)
A esta altura son necesarios algunos comentarios acerca de los l´ımites de aplicabilidad y al-
cances de cada aproximacio´n. Debido a la presencia de un te´rmino proporcional a logP , 〈T Iab〉
dado por la ecuacio´n (4.106) tiene una singularidad cuando P → 0. Por lo tanto, 〈T Iab〉 es singular
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au´n para el espacio-tiempo de Minkowski, donde P ≡ 0. Esta divergencia puede entenderse sim-
plemente porque cuando estamos en el caso en que P ∼= 0, la aproximacio´n de no-retrodispersio´n
deja de ser va´lida. El origen de esta singularidad esta´ asociado a la divergencia infraroja que siem-
pre aparece para campos sin masa en dos dimensiones (que es lo que efectivamente sucede con el
campo ψ cuando P = 0). O sea, la divergencia es producto de la aproximacio´n donde asumimos
que P es una constante no nula. En aquellos casos donde P ∼= 0 es ma´s adecuado utilizar la
aproximacio´n basada en el desarrollo en potencias de P , donde la divergencia esta´ regularizada
por la aparicio´n del para´metro µ.
Como mencionamos al comienzo de esta seccio´n, el hecho que el dilato´n este´ acoplado al campo
escalar de materia, implica que el tensor de energ´ıa-impulso tenga divergencia distinta de cero.
En la expansio´n en potencias de P , la divergencia esta´ dada por:
∇b〈Tab〉 = 1
8π
[
∇bφ∇a∇b −∇b∇aφ∇b − 2∇aφ2−∇b∇aφ∇bφ−∇aφ2φ
]
(x)
×
∫
d2y
√
g
{
R(y)
1
2
− 2P (y) 1
2
ln
−2
µ2
+ 2
∫
d2z
√
g
R(y)
2
P (z)
2
}
. (4.107)
Mientras que para el caso de no-retrodispersio´n,
∇b〈Tab〉 = − 1
8π
∇aP + 1
8π
[
∇bφ∇a∇b −∇b∇aφ∇b
−2∇aφ2−∇b∇aφ∇bφ−∇aφ2φ
]
log
P
µ2
. (4.108)
Como en el caso cla´sico, el tensor no se conserva cuando el dilato´n no es una constante.
En las tres pro´ximas secciones mostraremos que si ignoramos la existencia del te´rmino in-
variante de Weyl, es decir si consideramos que 〈Tab〉 = 〈TAab〉, se obtienen resultados f´ısicos in-
consistentes para los efectos cua´nticos tanto en me´tricas de agujeros negros como para me´tricas
cosmolo´gicas. Lo mismo ocurre si calculamos el tensor de energ´ıa-impulso 〈Tab〉 utilizando la
anomal´ıa de traza e imponiendo (incorrectamente) la ley de conservacio´n ∇bTab = 0.
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4.2.2 Radiacio´n de Hawking: modelos con acoplamiento al dilato´n
El motivo de esta seccio´n es analizar en detalle la aplicacio´n de las dos aproximaciones men-
cionadas en la seccio´n anterior al ca´lculo de la radiacio´n de Hawking. En las secciones siguientes
extenderemos el estudio a otros feno´menos f´ısicos de intere´s.
En particular, para una me´trica dada por:
ds2 = −λ(r)dudv, (4.109)
es fa´cil demostrar que P (r) = 1rλ
′(r). Por lo tanto P es diferente de cero para todo punto fuera del
horizonte de eventos r > r+ (al menos en el caso de agujeros negros no-extremos; volveremos a este
punto ma´s adelante). Como P no se anula sobre el horizonte, podemos utilizar la aproximacio´n
de no-retrodispersio´n. En consecuencia, sumando las ecuaciones (4.97) y (4.103) la accio´n efectiva
completa es:
Sef = − 1
96π
∫
d2x
√
g R
1
2
R+ te´rminos locales, (4.110)
que, a menos de los te´rminos locales coincide con la accio´n del modelo CGHS (accio´n de Polyakov),
para la cual hemos calculado la radiacio´n de Hawking en la seccio´n anterior.
De esta manera, el resultado general implica que la temperatura de la radiacio´n de Hawking
esta´ dada por la ecuacio´n TH =
1
4πλ
′(rhor).
Por lo tanto, mientras P sea diferente de cero, hemos demostrado que podemos utilizar la
aproximacio´n de no-retrodispersio´n, y que el resultado para la radiacio´n de Hawking en cuatro
dimensiones es el calculado en la seccio´n anterior. La contribucio´n a la radiacio´n esta´ dada por el
te´rmino de Polyakov de la accio´n efectiva [66].
Consideremos ahora una geometr´ıa donde P se anule sobre el horizonte, como por ejemplo
para agujeros negros de Reissner-Nordstro¨m (λ(r) = 1 − 2Mr + q
2
r2
) en el l´ımite extremo. Au´n
en este caso, la aproximacio´n de no-retrodispersio´n continu´a dando el resultado correcto para la
radiacio´n de Hawking. Si bien P se anula sobre el horizonte, no hay divergencia alguna en el
tensor de energ´ıa-impulso, dado que los te´rminos que aportan a la radiacio´n tienen derivadas no
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nulas de P . Como P es casi cero cerca del horizonte, tambie´n podemos utilizar el desarrollo en
potencias de P . Cerca del horizonte de eventos la contribucio´n ma´s importante a la radiacio´n de
Hawking esta´ nuevamente dada por el te´rmino de Polyakov que es independiente de P y es exacto
a todo orden en R. Las correcciones de orden superior que aparecen en este caso provienen del
te´rmino no-local proporcional a 1
2
ln −2
µ2
, y por lo tanto dependen de la escala µ.
Es importante recalcar a esta altura que la aproximacio´n en potencias de P no es adecuada
para estimar la radiacio´n de Hawking para agujeros negros de Schwarzschild. Esto se debe a que
en esta me´trica P = 2M
r3
= R2 , por lo tanto no es consistente el ca´lculo de Sef a todo orden en R
y restringido a orden cuadra´tico en la expansio´n en P . Deber´ıamos sumar un nu´mero infinito de
te´rminos no-locales para obtener el resultado correcto.
Finalmente, debemos notar que el hecho de no incluir el te´rmino invariante de Weyl en la
accio´n efectiva produce resultados erro´neos. El te´rmino relevante para la radiacio´n de Hawking,
a partir de la variacio´n funcional de la accio´n efectiva ano´mala ser´ıa (ver ecuacio´n (4.104)):
1
48π
∫
d2x
√
g
∫
d2y
√
g
{
∂a
R(x)
2
∂b
R(y)
2
− 12∂aP (x)
2
∂b
R(y)
2
}
. (4.111)
Para el agujero negro de Schwarzschild P = R/2, el te´rmino proporcional a P produce un flujo
“entrante” que excede por un factor 6 al flujo “saliente”. Por lo tanto, si no se considera SIef se
obtiene un flujo de Hawking negativo, lo cual es inaceptable a partir de los resultados en cuatro
dimensiones. Este problema aparecio´ en algunos trabajos previos [77].
4.2.3 Correcciones cua´nticas al potencial Newtoniano
En esta seccio´n damos otro ejemplo que muestra la importancia de la parte invariante de Weyl
en la accio´n efectiva: calculamos las correcciones cua´nticas al potencial Newtoniano. Aqu´ı no
pretendemos hacer un ana´lisis detallado de la manera en que estas correcciones han sido evaluadas
anteriormente [78, 79], pero si utilizarlas en el marco de los modelos bi-dimensionales para probar
la efectividad de cada una de las aproximaciones efectuadas.
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Como mencionamos al inicio del presente cap´ıtulo, las ecuaciones de Einstein semicla´sicas en
cuatro dimensiones esta´n dadas por
1
8π
(Rµν − 1
2
gµνR) =
clasT (4)µν + 〈T (4)µν 〉 , (4.112)
en el presente ejemplo, suponemos que la parte cla´sica de las fuentes esta´ dada por una part´ıcula
puntual de masa M , clasT
(4)
µν = −δ0µδ0νMδ3(~x) y que 〈T (4)µν 〉 es el tensor de energ´ıa-impulso para un
campo escalar cua´ntico sin masa.
Estas ecuaciones pueden resolverse considerando perturbaciones alrededor del espacio plano
gµν = ηµν + hµν . Para encontrar las correcciones cua´nticas al potencial Newtoniano, es suficiente
calcular la solucio´n de de la ecuacio´n para la traza de hµν . Expandiendo perturbativamente,
h = h(0) + h(1), con h(0) = 4Mr solucio´n de la parte cla´sica, la ecuacio´n para h
(1) es:
1
2π
∇2h(1) = gµν〈T (4)µν 〉 . (4.113)
A distancias grandes, la traza de 〈T (4)µν 〉 es [78]
〈T (4)〉 = − M
8π2r5
≡ C
r5
. (4.114)
Para campos sin masa acoplados mı´nimamente en cuatro dimensiones, la traza del tensor
de energ´ıa-impulso depende del estado cua´ntico del campo. La ecuacio´n (4.114) corresponde a
calcular la traza del tensor en el estado de Boulware, que es el estado de vac´ıo de Minkowski a
grandes distancias.
Por lo tanto, la solucio´n perturbativa de las ecuaciones semicla´sicas de Einstein es:
− h
4
= −M
r
+
M
12π
1
r3
+ ...., (4.115)
de la cual podemos extraer las correcciones cua´nticas al potencial Newtoniano.
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Para obtener el potencial Newtoniano consideramos las ecuaciones geode´sicas de una part´ıcula
de prueba con coordenadas xµ(τ) (dτ2 = −gµνdxµdxν), que se mueve en el fondo gravitatorio
dado por gµν . Las ecuaciones son
d2xρ
dτ2
+ Γρµσ
dxµ
dτ
dxσ
dτ
, (4.116)
donde Γρµσ es el s´ımbolo de Christoffel asociado a la me´trica solucio´n de las ecuaciones semicla´sicas.
En el l´ımite de campo de´bil, las ecuaciones geode´sicas se reducen a
d2x
dt2
= −∇V = 1
2
h00, (4.117)
por lo tanto, el potencial Newtoniano queda determinado por V (r) = −12h00. En nuestro caso,
h00 = −12h y, en consecuencia la ecuacio´n (4.115) determina las correcciones cua´nticas al potencial
Newtoniano.
Por lo tanto, queda claro que para determinar las correcciones cua´nticas al potencial Newto-
niano es necesario determinar la traza (en cuatro dimensiones) del tensor de energ´ıa-impulso en
la me´trica de Schwarzschild. El signo de C de la ecuacio´n (4.114) es muy importante. Un valor
positivo de esta constante podr´ıa implicar que la constante de Newton decrece con r, lo cual es
inadmisible dado que implicar´ıa efectos de apantallamiento gravitatorio.
El tensor de energ´ıa-impulso en cuatro dimensiones 〈T (4)〉 = gµν〈T (4)µν 〉 = gab〈T (4)ab 〉+ gij〈T (4)ij 〉
debe calcularse utilizando la aproximacio´n en potencias de P , debido a que la aproximacio´n que
desprecia la retrodispersio´n no es adecuada para regiones asinto´ticamente planas, dado que diverge
cuando P → 0.
Por lo tanto, tenemos que evaluar las ecuaciones (4.104) y (4.105) en la me´trica de colapso:
ds2 =
(
1− 2M
r
)(
−dt2 + dr⋆2
)
+ r2dΩ2, (4.118)
donde dΩ2 es el elemento de l´ınea de la dos-esfera, y r⋆ esta´ dada por:
r⋆ = r + 2M ln | r
2M
− 1|. (4.119)
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Las funciones no-locales R
2
y P
2
ln −2
µ2
son evaluadas mediante tranformaciones de Fourier [80]
y resultan
R
2
=
2M
r
and
P
2
ln
−2
µ2
= −2M
r
ln µ˜r.
Por lo tanto, evaluando las ecuaciones (4.104) y (4.105) obtenemos la traza en cuatro dimen-
siones que, a primer orden en M , es
〈T (4)〉 = − 1
8π2
M
r5
ln µ˜r =
C
r5
ln µ˜r. (4.120)
Como espera´bamos, las correcciones cua´nticas al potencial newtoniano dependen de la escala µ.
Estas correcciones concuerdan cualitativamente con el resultado conocido en la literatura [78]. Sin
embargo, si la parte invariante de Weyl es ignorada, obtenemos:
〈T (4)〉 = −1
6
C
r5
, (4.121)
que presenta el signo equivocado y llevar´ıa concluir que existen efectos de apantallamiento gravi-
tatorio producidos por campos de materia escalares.
4.2.4 Creacio´n cosmolo´gica de part´ıculas
Como otro ejemplo de la utilidad y significado f´ısico de la parte invariante de la accio´n efectiva,
en esta seccio´n calculamos la creacio´n de part´ıculas en una me´trica cosmolo´gica. Consideramos la
siguiente me´trica:
ds2 = a2(t)[−dt2 + dr2] + a2(t)r2dΩ2, (4.122)
donde a(t) = 1 + δ(t) con δ << 1 y δ → 0 para el pasado y futuro lejanos. Llamamos t al tiempo
conforme.
El nu´mero total de part´ıculas creadas durante la evolucio´n cosmolo´gica esta´ determinada
por la parte imaginaria de la accio´n efectiva in-out. Esta accio´n efectiva puede obtenerse a
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partir de la accio´n efectiva Eucl´ıdea reemplazando el propagador Eucl´ıdeo por el propagador de
Feynman. Como P ≈ δ¨, la aproximacio´n en potencias de P es adecuada para calcular la creacio´n
de part´ıculas. Al orden ma´s bajo en δ, la accio´n Eucl´ıdea esta´ dada por las ecuaciones (4.97) y
(4.102), donde los propagadores son los del espacio plano.
En el vac´ıo conforme, los te´rminos presentes en la parte ano´mala de la accio´n efectiva son
reales y locales (lo que traera´ importantes consecuencias en relacio´n con el l´ımite cla´sico de los
modelos cosmolo´gicos en dos dimensiones, como se vera´ en la seccio´n siguiente). So´lo la parte
invariante SIef es no-local y contiene una parte imaginaria que da la creacio´n de part´ıculas.
Tomando la transformada de Fourier de la ecuacio´n (4.102), y reemplazando p2 → p2 − iǫ
obtenemos
Sin−outef =
1
16π2
∫
d2p|P˜ (p)|2 1
p2 − iǫ ln
p2 − iǫ
µ2
+ te´rminos locales. (4.123)
Por otra parte, utilizando el hecho que:
ln
p2 − iǫ
µ2
= ln | p
2
µ2
| − iπθ(−p2), (4.124)
el nu´mero total de part´ıculas creadas esta´ dado por
nT = ImS
in−out
ef = −
1
16π
∫
d2p|P˜ (p)|2 θ(−p
2)
p2
. (4.125)
Esta ecuacio´n es general (no hemos dicho nada acerca de P ), ahora bien, en el caso en que
P = P (t), nT puede re-escribirse como:
nT = ImS
in−out
ef =
1
16V π
∫
dp0|P˜ (p0)|2 1
p20
, (4.126)
donde V es el volumen espacial.
Como la me´trica es asinto´ticamente plana para t → ±∞, la transformada de Fourier P˜ (p0)
se anula cuando p0 → 0. Por lo que nT es una cantidad finita que representa el ana´logo en dos
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dimensiones de la expresio´n general en cuatro dimensiones (en el caso de ξ = 0, m = 0 y Cabcd = 0)
encontrado en [81]:
n
(4D)
T =
π3
60
∫
d4p θ(p2 − 4m2)
(
1− 4m
2
p2
) 1
2 {
|R(p)|2
[
60(ξ − 1
6
)2
− 40m
2
p2
[
ξ − 1
6
+
m2
6p2
]]
+ |Cµναβ(p)|2
(
1− 4m
2
p2
)2
 . (4.127)
4.3 El l´ımite semicla´sico
En esta seccio´n aplicaremos el me´todo de la funcional de influencia en gravedad semicla´sica con
el objeto de iniciar el ana´lisis de la transicio´n cua´ntico-cla´sica en modelos bi-dimensionales. Si-
guiendo la formulacio´n desarrollada para los sistemas cua´nticos abiertos, calculamos la funcional
de influencia integrando los grados de libertad asociados a los campos de materia cua´nticos. Este
ca´lculo es exacto para el modelo CGHS y requiere de aproximaciones en modelos ma´s generales
donde el dilato´n aparece acoplado a los campos de materia.
Como mostramos en el Cap´ıtulo 3, la funcional de influencia esta´ intimamente relacionada a
la accio´n efectiva de camino temporal cerrado (AECTC) por lo tanto en lo sucesivo utilizaremos
ambas denominaciones para referirnos al mismo objeto. Como la funcional de influencia nos provee
de la evolucio´n temporal de la matriz densidad reducida, es una herramienta fundamental para el
estudio de la validez de la aproximacio´n semicla´sica.
4.3.1 Ca´lculo exacto de la funcional de influencia
Debido a la invariancia conforme del modelo CGHS podemos calcular de manera exacta la fun-
cional de influencia y desarrollar un estudio detallado de la validez de la aproximacio´n semicla´sica.
Como mostramos en la Seccio´n 4.1, los efectos cua´nticos de los campos de materia producen la
accio´n efectiva CTC de la ecuacio´n (4.56) para el modelo CGHS [57]. En la medida conforme esta
accio´n se reduce a:
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SCTCef [ρ
+, f+, ρ−, f−; Σ] = SCGHS(ρ
+, f+)− SCGHS(ρ−, f−)
− N
6π
∫
d2x
∫
d2y∂+∂−ρ
a(x±) Gab(x
±, y±) ∂+∂−ρ
b(y±). (4.128)
Integrando por partes, esta accio´n efectiva puede descomponerse en la contribucio´n cla´sica, la
diferencia entre los te´rminos de Polyakov en cada rama, ma´s un te´rmino de superficie:
SCTCef [ρ
+, f+, ρ−, f−; Σ] = SCGHS(ρ
+, f+)− SCGHS(ρ−, f−)
− N
12π
∫
d2x [ρ+∂+∂−ρ
+ − ρ−∂+∂−ρ−]
− N
6π
{te´rminos de superficie}, (4.129)
donde
{term. de sup.} =
∫ +∞
−∞
dx
∫ +∞
−∞
dy
[
∂x−∆(x, k(x)) N1[x, k(x); y, k¯(y)] ∂y−∆(y, k¯(y))
+ 2∂x−Ξ(x, k(x)) N2[x, k(x); y, k¯(y)] ∂y−∆(y, k¯(y))
+ ∂x−Ξ(x, k(x)) N3[x, k(x); y, k¯(y)] ∂y−Ξ(y, k¯(y))
]
− 2
∫ +∞
−∞
dx
∫ +∞
−∞
dy
[
Ξ(x, k(x)) ∂x+N2[x, k(x); y, k¯(y)] ∂y−∆(y, k¯(y))
+ Ξ(x, k(x)) ∂x+N4[x, k(x); y, k¯(y)] ∂x−Ξ(y, k¯(y))
− 1
2
Ξ(x, k(x)) ∂x+∂y+N4[x, k(x); y, k¯(y)] Ξ(y, k¯(y))
]
. (4.130)
La superficie de empalme Σ esta´ definida por
tx = k(x), ty = k¯(y); ∆ =
1
2 (ρ
+ − ρ−), Ξ = 12(ρ+ + ρ−), y lon nu´cleos Ni son
N1 = G++ +G+− −G−+ −G−−
N2 = G++ +G+− +G−+ +G−−
N3 = G++ −G+− −G−+ +G−−
N4 = G++ −G+− +G−+ −G−−. (4.131)
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La expresio´n (4.129) para la accio´n efectiva es totalmente general, y puede aplicarse a cualquier
me´trica en la medida conforme. Si la accio´n de influencia tiene una parte imaginaria no-trivial, e´sta
debe estar contenida en los te´rminos de superficie. Si ambas me´tricas coinciden asinto´ticamente
en el futuro, y si la superficie de empalme pertenece a tal regio´n, todos los te´rminos de superficie
se anulan debido a las relaciones usuales entre las funciones de Green , las cuales son va´lidas en la
regio´n plana; N4 y ∆ son simulta´neamente cero y so´lo el te´rmino de la anomal´ıa sobrevive dado
que todos los te´rminos de superficie son proporcionales a ∆ y/o a N4.
El hecho que la accio´n de influencia pueda calcularse fa´cilmente a partir de la accio´n Eucl´ıdea
es un resultado muy importante. La superficie de empalme Σ tiene un rol crucial, en la medida
conforme toda la informacio´n relevante acerca de la transicio´n cua´ntico-cla´sica esta´ contenida en
los te´rminos de superficie que son dependientes de Σ.
4.3.2 Funcional de influencia para historias cosmolo´gicas: l´ımite cla´sico
En esta seccio´n evaluamos expl´ıcitamente la funcional de influencia para me´tricas cosmolo´gicas
y calculamos su parte imaginaria. Como la funcional de influencia depende de la superficie de
empalme, mostramos co´mo depende el proceso de pe´rdida de coherencia de la eleccio´n de tal
superficie.
Llamamos M y M˜ a cada uno de los espacio-tiempos descriptos por g+µν y g−µν respectiva-
mente. Asumimos que ambos espacio-tiempos son asinto´ticamente planos en el pasado y que ellos
coinciden sobre una hipersuperficie espacial Σ. Siempre es posible definir una hipersuperficie ΣM
enM por medio de una relacio´n entre t y x, digamos t = k(x). Lo mismo para una superficie ΣM˜
en M˜ por medio de t¯ = k¯(x¯). Nosotros queremos identificar ΣM y ΣM˜ en una hipersuperficie
comu´n Σ. Por lo tanto debemos introducir un mapa entre los puntos sobre ambas hipersuperficies
a trave´s de la identificacio´n de la geometr´ıa intr´ınseca local. En los modelos bi-dimensionales,
una definicio´n invariante de la uno-geometr´ıa esta´ provista por el valor del dilato´n φ(s), como una
funcio´n de la distancia propia a lo largo de la hipersuperficie. La identificacio´n de la uno-geometr´ıa
implica que para la misma distancia propia (medida respecto de algu´n punto de referencia arbi-
trario) ds2 = ds¯2, el dilato´n debe tener el mismo valor para cada una de las geometr´ıas sobre Σ,
es decir: φ+(s) = φ−(s¯). Entonces, dφ+/ds = dφ−(s¯)/ds¯. Dados dos espacio-tiempos y la funcio´n
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k que define a la superficie ΣM en M, las condiciones impuestas por la identificacio´n permiten
determinar k¯, y por ende ΣM˜ en M˜.
Consideremos dos me´tricas cosmolo´gicas caracterizadas por las funciones ρ+(t) y ρ−(t). Para
calcular la funcional de influencia es necesario conocer expl´ıcitamente las funciones de Green Gab.
Como ambas me´tricas son planas en el pasado remoto y son conformes al espacio de Minkowski,
los propagadores en el estado de vac´ıo in tienen la misma estructura funcional que para el espacio
plano, por ejemplo, el propagador de Feynman esta´ dado por
G++(x, y) = i〈0, in|T fˆ+(x)fˆ+(y)|0, in〉
=
1
2π2
∫
d2p
eip(x−y)
p2 + iǫ
= − 2πi
2π2
∫ ∞
0
dp
p
e−ip(x−y)e−ip|tx−ty |
=
π
2
Sgn[|tx − ty|+ x− y]− iLog|tx − ty + x− y|+ C, (4.132)
donde C es una constante indeterminada (que proviene de la divergencia infraroja cuando p→ 0).
Expresiones similares se pueden escribir para las dema´s funciones de Green. Es importante notar
que en G+−(x, y) y G−+(x, y) las coordenadas x e y corresponden a diferentes espacio-tiempos.
4.3.3 Hipersuperficies de tiempo constante
Consideramos una superficie ΣM enM, definida por t = T . Para realizar el “empalme” entre las
hipersuperficies, debemos imponer que φ+ = φ− sobre Σ. Como φ− es una constante sobre ΣM˜,
esta hipersuperficie debe ser tambie´n de tiempo constante t¯ = T¯ . Cambiando la escala temporal
siempre podemos tomar T¯ = T .
La AECTC para me´tricas cosmolo´gicas puede escribirse como
SCTCef = SCGHS(ρ
+, f+)− SCGHS(ρ−, f−)
− N
6π
∫ T
−∞
dtx
∫ T
−∞
dty ρ¨
a(tx) ρ¨
b(ty)
∫ +∞
−∞
dx
∫ +∞
−∞
dy Gab(x, y), (4.133)
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donde los ı´ndices a y b denotan nuevamente las diferentes ramas del CTC. Utilizando regularizacio´n
dimensional, podemos evaluar
∫ +∞
−∞
dx
∫ +∞
−∞
dy G++ =
Ω
2
|tx − ty|, (4.134)
donde Ω es un factor de volumen global. Similares expresiones pueden obtenerse para G−− y
G+−. Reemplazando esta expresio´n en (4.133) podemos demostrar que:
SCTCef = SCGHS(ρ
+, f+)− SCGHS(ρ−, f−)
− N
12π
∫
d2x [ρ+∂+∂−ρ
+ − ρ−∂+∂−ρ−]. (4.135)
Como se ve de esta expresio´n no existe parte imaginaria y/o no-local en esta accio´n efectiva.
La u´nica correccio´n al te´rmino cla´sico proviene de la anomal´ıa de traza. La consecuencia de este
hecho es que la funcional de pe´rdida de coherencia es identicamente uno. Para que la aproximacio´n
semicla´sica sea va´lida, la funcional de pe´rdida de coherencia debe ser diagonal para geometr´ıas
del espacio-tiempo macrosco´picamente diferentes, au´n si ellas coinciden sobre una hipersuperfi-
cie espacial. Por lo tanto podemos concluir que debido a la invarianza conforme, los modelos
cosmolo´gicos en dos dimensiones no tienen un l´ımite cla´sico bien definido.
4.3.4 Hipersuperficies ma´s generales
Para mostrar expl´ıcitamente la dependencia de los resultados con la hipersuperficie, calculamos
la funcional de influencia para hipersuperficies ma´s generales.
Debemos calcular expresiones del tipo
∫
dx
∫
dy
∫ Σ
−∞
dtx
∫ Σ
−∞
dtyρ¨
a(tx)ρ¨
b(ty)Gab(x, y), (4.136)
donde hemos definido las hipersuperficies en cada rama como:
k(x) = T +∆k+(x), (4.137)
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y
k¯(x) = T +∆k−(x). (4.138)
Consideremos que ∆k+(x) y ∆k−(x) son pequen˜as fluctuaciones alrededor de la superficie t =
T y calculamos la funcional de influencia a segundo orden en una expansio´n en potencias de
dichas fluctuaciones. Obviamente, el orden cero so´lo da la anomal´ıa de traza. A primer orden la
funcional de influencia so´lo tiene te´rminos reales [67] (te´rminos de superficie que no contriuyen a
las ecuaciones de movimiento). El segundo orden esta´ dado por
ρ¨a(T )ρ¨b(T )
∫ +∞
−∞
dx
∫ +∞
−∞
dy Gab(x, T ; y, T )∆k
a(x)∆kb(y). (4.139)
Introduciendo los propagadores y haciendo las integrales espaciales, la parte imaginaria resulta
ser proporcional a:
4πi
∫ +∞
0
dp
p
[
ρ¨2+(T )∆k+2(p)− ρ¨+(T )ρ¨−(T )∆k+⋆(p)∆k−(p)
− ρ¨−(T )ρ¨+(T )∆k+(p)∆k−⋆(p) + ρ¨−2(T )∆k−2(p)
]
, (4.140)
donde ∆k+(p) y ∆k−(p) son las transformadas de Fourier de las funciones de perturbacio´n. Para
describir el empalme entre las hipersuperficies debemos resolver las ecuaciones,
φ+[k(x)] = φ+[T +∆k+(x)] = φ−[k¯(y)] = φ−[T +∆k−(y)]. (4.141)
Esta identificacio´n puede describirse por medio de la funcio´n y(x) entre las coordenadas sobre Σ
en cada uno de los espacio-tiempos. Adema´s debemos imponer que los intervalos sean iguales en
cada espacio-tiempo sobre Σ, por lo tanto:
[
dx
dy
]2
=
1−
(
dk¯
dy
)2
1−
(
dk
dx
)2 e
ρ−[k¯(y)]
eρ
+[k(x)]
. (4.142)
Expandiendo la ecuacio´n (4.141) para ∆k+(p) y ∆k−(p) pequen˜os, y teniendo en cuenta que
y = x+O(∆k2), encontramos que
∆k+(x) ∼= ∆k−(y) φ˙
−(T )
φ˙+(T )
∼= ∆k−(x) φ˙
−(T )
φ˙+(T )
. (4.143)
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Por lo tanto la parte imaginaria puede re-escribirse como
4πi
[
ρ¨+(T )− φ˙
+(T )
φ˙−(T )
ρ¨−(T )
]2 ∫ ∞
0
dp
p
|∆k+(p)|2. (4.144)
En consecuencia existe una parte imaginaria de la funcional de influencia distinta de cero para
pequen˜as fluctuaciones alrededor de la superficie de tiempo constante. El valor absoluto de la
funcional de pe´rdida de coherencia esta´ dado por
∣∣D[ρ+, ρ−; Σ]∣∣ ≈ e−4π
[
ρ¨+(T )−
φ˙+(T )
φ˙−(T )
ρ¨−(T )
]2 ∫
∞
0
dp
p
|∆k+(p)|2
. (4.145)
En este punto debemos aclarar que un criterio razonable para asegurar que la transicio´n
cua´ntico-cla´sica es posible es exigir que |D| ≪ 1 para toda hipersuperficie de empalme Σ. Esta´
claro que esta condicio´n no se satisface para la superficie ma´s simple en el caso cosmolo´gico. El
objetivo de los ca´lculos realizados en esta seccio´n es mostrar la dependencia con Σ de la accio´n
de influencia (ecuacio´n (4.144)). El ejemplo de la ecuacio´n (4.144) muestra la dependencia con
Σ de la accio´n de influencia en un ejemplo sencillo. La importancia de tal ejemplo se pone de
manifiesto tambie´n cuando se estudia la validez de la aproximacio´n semicla´sica en las cercan´ıas
de un agujero negro [83, 84]. Si la aproximacio´n semicla´sica es correcta, la funcional de onda de
los campos cua´nticos no puede depender fuertemente de la masa del agujero negro. En particular,
si consideramos dos espacio-tiempos diferentes, uno descripto por el colapso de un agujero negro
de masa M y el otro el de un agujero negro con masa M + ∆M , funcionales de onda similares
al inicio del colapso no pueden diferir mucho cuando el agujero negro ya se ha formado (si ∆M
es pequen˜o). Para comparar ambas funcionales debemos hacer coincidir la superficie Σ en ambos
espacio-tiempos y calcular el producto interno de las funcionales de onda sobre Σ. En [83] fue
demostrado que para ciertas superficies, este producto es arbitrariamente chico para geometr´ıas de
colapso cla´sicas; mientras que en [84] el producto es de orden uno si se considera la retro-reaccio´n
cua´ntica.
El producto interno referido en el pa´rrafo anterior (calculado en [83] y [84]) es exactamente
la funcional de influencia evaluada a trave´s de SCTCef , para geometr´ıas de colapso de agujeros
negros con masas M y M + ∆M y superficie de empalme Σ. Por lo tanto, toda la informacio´n
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acerca de la aproximacio´n semicla´sica en las cercan´ıas de un agujero negro debe estar contenida
en los te´rminos de superficie que aparecen en la funcional de influencia de la ecuacio´n (4.129). En
realidad, el resultado de la ecuacio´n (4.129) es completamente general y vale para todo par de
me´tricas y para toda hipersuperficie de empalme Σ.
Volviendo a la situacio´n cosmolo´gica, la interpretacio´n f´ısica de los resultados obtenidos en
esta seccio´n es la siguiente: nosotros hemos elegido el vac´ıo in como estado cua´ntico de los campos
de materia. Para hipersuperficies t = T , siempre podemos elegir una base out tal que sea el vac´ıo
conforme en ambos espacio-tiempos. Por lo tanto, los coeficientes de Bogoliubov entre las bases
in y out son triviales en ambas geometr´ıas. La funcional de influencia es real y no hay pe´rdida de
coherencia. Para hipersuperficies ma´s generales, podemos elegir como base out el vac´ıo conforme
en uno de los espacio-tiempos, pero esta base, en general, no corresponde al vac´ıo conforme en
el otro espacio-tiempo. Por lo tanto las bases in y out son diferentes en ambos espacio-tiempos,
existe creacio´n de part´ıculas y por ende aparece una parte imaginaria.
Hemos mostrado que la funcional de influencia tiene una parte imaginaria para algunas hipersu-
perficies, y que esta parte imaginaria se anula para la ma´s comu´n de todas las posibles elecciones,
las de tiempo constante. El valor absoluto de la funcional de pe´rdida de coherencia tambie´n
depende de la hipersuperficie Σ.
4.4 Ca´lculos aproximados de la funcional de influencia
En la seccio´n anterior utilizamos la accio´n efectiva para el modelo bi-dimensional de gravedad
dilato´nica, donde so´lo los campos de materia fueron cuantizados, para evaluar de manera exacta
la funcional de influencia y discutir el mecanismo de pe´rdida de coherencia cua´ntica. Si queremos
tener una descripcio´n completa de los efectos cua´nticos en el modelo CGHS, debemos considerar
las fluctuaciones cua´nticas del dilato´n y de la me´trica. En la literatura, estas fluctuaciones fueron
consideradas para el ca´lculo de la accio´n efectiva in-out [85]. La cuantizacio´n de estos campos
implica la necesidad de desarrollar ca´lculos perturbativos en lazos y expansiones en potencias de la
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curvatura. Por ejemplo, para evaluar las correcciones cua´nticas que provienen del campo dilato´n,
podemos separarlo en don contribuciones: un fondo cla´sico ma´s una fluctuacio´n cua´ntica pequen˜a
φ(x) = φ0(x) + φˆ(x), (4.146)
por lo tanto, introduciendo esta divisio´n en la accio´n cla´sica, y a orden cuadra´tico en las fluctua-
ciones cua´nticas podemos escribir la contribucio´n dilato´nica a la accio´n cla´sica como
Sφ =
1
2π
∫
d2x
√
−g(x)
{
e−2φ0 [R+ 4(∂φ0)
2 + 4λ2]
+ 4(∂ψ)2 + 2
[
R(x) + 2(∂φ0)
2 + 4∂2φ0
]
ψ2 + 8λ2ψ2
}
, (4.147)
donde re-definimos ψ = e−φ0 φˆ.
En consecuencia, la accio´n para las fluctuaciones del dilato´n ψ corresponde a la de un campo
escalar masivo, acoplado de manera arbitraria a la curvatura y al dilato´n cla´sico de fondo [67]. En
la Seccio´n 4.2.1, obtuvimos un modelo bi-dimensional de juguete a partir de modelos en cuatro
dimensiones con simetr´ıa esfe´rica, lo que representa otro ejemplo en la misma direccio´n. En ese
caso la accio´n para los campos de materia es Ec. (4.96)
Sψ = −1
2
∫
d2x
√
g
[
(∂ψ)2 + P ψ2
]
, (4.148)
que corresponde a un campo escalar no-masivo acoplado a la geometr´ıa.
Por lo tanto, para obtener las contribuciones cua´nticas en casos ma´s generales, hay que tener
en cuenta acciones del tipo de (4.147) o (4.148). Dado que en la Seccio´n 4.2 calculamos la accio´n
efectiva Eucl´ıdea correspondiente a la ecuacio´n (4.148), en esta seccio´n, a modo de ejemplo de los
casos ma´s generales, vamos a calcular la correspondiente funcional de influencia y mostraremos
co´mo aparece una parte imaginaria que produce los efectos de pe´rdida de coherencia a trave´s de
la funcional de Hartle y Gell-Mann (para el caso de la accio´n (4.147) ver la Ref. [67]).
Partimos de la accio´n efectiva Eucl´ıdea, a orden cuadra´tico en P y R de (4.97) y (4.102):
Sef = − 1
8π
∫
d2x
√
g
∫
d2y
√
g
{
1
12
R(x)
1
2
R(y)− P (x) 1
2
R(y)
}
− 1
8π
∫
d2x
√
g
∫
d2y
√
g P (x)
1
2
ln
−2
µ2
P (y), (4.149)
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que corresponde a la expansio´n en potencias de P de la seccio´n anterior. Para obtener la accio´n
efectiva de camino temporal cerrado, seguimos el mismo procedimiento que en el ca´lculo exacto
de la funcional de influencia explicado anteriormente. Debemos reemplazar los propagadores
Eucl´ıdeos por los correspondientes al CTC. Antes de hacer este reemplazo es necesario tener en
cuenta que en el u´ltimo te´rmino de (4.149) aparece un nu´cleo no-local que no es el propagador
Eucl´ıdeo estrictamente. Debemos notar que este nu´cleo puede ser escrito de la siguiente manera
en te´rminos de propagadores masivos en el espacio Eucl´ıdeo:
1
2
ln
−2
µ2
= lim
δ→0
[
−
∫ ∞
0
dz
Gzµ2
(z + δ)
+G−δµ2 ln δ
]
, (4.150)
donde
Gzµ2 =
1
p2 + zµ2
G−δµ2 =
1
p2 − δµ2 .
Ahora si, reemplazando los propagadores Eucl´ıdeos por los del CTC, la accio´n de influencia
para este caso es:
ΓCTC = − 1
8π
∫
d2x
∫
d2y
{
1
12
Ra Gab Rb − Pa Gab Pb + Pa Fab Pb
}
, (4.151)
donde Fab = limδ→0[−
∫∞
0 dz
G
zµ2
ab
(z+δ) +G
−δµ2
ab ln δ]. Los ı´ndices a y b denotan las ramas temporales
del CTC. En la medida conforme, los dos primeros te´rminos se localizan aportando te´rminos de
superficie. Por lo tanto la accio´n de influencia en este caso es:
ΓCTC = − 1
12π
∫
d2x
[
ρ+ ∂+∂−ρ
+ − ρ− ∂+∂−ρ−
]
− 1
8π
∫
d2x
[
ρ+ ∆P − ρ− ∆P ]
− 1
π
∫
d2x
∫
d2y ∆P (x) ΣP (y) θ(x0 − y0)
∫
d2p
(2π)2
eip(x−y)
1
p2
ln | p
2
µ2
|
+
i
2π
∫
d2x
∫
d2y ∆P (x) ∆P (y)
∫
d2p
(2π)2
eip(x−y)
θ(−p2)
p2
+ {te´rminos de superficie}, (4.152)
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donde ∆P = P+ − P−.
Finalmente, el valor absoluto de la funcional de pe´rdida de coherencia tiene dos contribuciones:
la parte imaginaria de los te´rminos de superficie ma´s el u´ltimo te´rmino de (4.152)
∣∣D[ρ+, ρ−]∣∣ ≈ e− 116pi ∫ d2p |∆P˜ (p)|2 θ(−p2)p2 e−Im [te´rminos de superficie]. (4.153)
Es importante ver que el primer factor del lado derecho de esta ecuacio´n tiene la misma forma
que el te´rmino de creacio´n de part´ıculas para me´tricas cosmolo´gicas (ecuacio´n (4.125)). Aqu´ı P
ha sido reemplazada por la funcio´n ∆P = P+ − P− debido a que estamos haciendo el ca´lculo a
partir de la accio´n efectiva de camino temporal cerrado. La ecuacio´n (4.125) fue obtenida a partir
de la accio´n efectiva in-out.
En particular, para aquellas situaciones donde los te´rminos de superficie se anulen, los efectos
de pe´rdida de coherencia persisten debido al te´rmino invariante proporcional a P 2. Un modelo
ma´s realista deber´ıa incluir los efectos de los gravitones. En ese caso ma´s realista donde las
fluctuaciones cua´nticas de la me´trica son tenidas en cuenta, aparecera´ una parte imaginaria extra,
pero la conclusio´n acerca de co´mo el efecto de pe´rdida de coherencia aparece en estos modelos
seguira´ siendo va´lida.
4.5 Discusio´n
En este cap´ıtulo hemos aplicado el me´todo de la funcional de influencia a modelos de gravedad
escalar-tensorial en dos dimensiones. Estos modelos presentan simplificaciones importantes res-
pecto a los modelos generales en cuatro dimensiones. Para el modelo CGHS hemos mostrado que
la accio´n de influencia puede calcularse exactamente y que es un objeto fuertemente dependiente
de la hipersuperficie donde se empalman las geometr´ıas. En particular, en la medida conforme la
AECTC puede escribirse como la diferencia entre las acciones de Polyakov en cada rama temporal
ma´s una integral sobre Σ.
Utilizamos esta accio´n de influencia para derivar las ecuaciones de movimiento semicla´sicas.
Estas ecuaciones son reales, causales y no-locales, y se tornan locales en la medida conforme. La
4.5. Discusio´n 91
derivacio´n de estas ecuaciones no es trivial debido a la dependencia con la me´trica de las funciones
de Green. Este es un hecho muy importante porque permite extender el ca´lculo a casos donde no se
puede determinar el 〈Tµν〉 utilizando la ley de conservacio´n y la anomal´ıa de traza u´nicamente. En
referencia a este u´ltimo caso mostramos co´mo obtener el tensor de energ´ıa-impulso para modelos
donde el dilato´n aparece acoplado al campo escalar de materia. En estos modelos el 〈Tµν〉 no se
conserva y la anomal´ıa de traza no lo determina completamente. Seguidamente extendimos la
discusio´n al ca´lculo correcto de la radiacio´n de Hawking y otros observables f´ısicos en este modelo.
Hemos estudiado la transicio´n cua´ntico-cla´sica en modelos cosmolo´gicos. La funcional de
influencia no tiene una parte imaginaria para algunas superficies de empalme. Por lo tanto la
aproximacio´n semicla´sica no es va´lida en estos modelos.
La aproximacio´n semicla´sica puede obtenerse de manera consistente cuando inclu´ımos en la
cuantizacio´n al dilato´n para el modelo CGHS [67], o cuando estudiamos la funcional de influencia
para campos escalares masivos y/o acoplados al dilato´n o a la geometr´ıa de manera no conforme.
Para finalizar, es necesario mencionar que la geometr´ıa en los modelos bi-dimensionales esta´
determinada por la me´trica y el dilato´n. Por ejemplo, cuando restringimos los modelos en cuatro
dimensiones con simetr´ıa esfe´rica (como el u´ltimo ejemplo del cap´ıtulo), el dilato´n es parte de la
geometr´ıa dado que e−2φ es el radio de la dos-esfera. En general, en el modelo CGHS, los lazos
asociados a las fluctuaciones cua´nticas del dilato´n y de la me´trica eran ignorados argumentando el
l´ımite de N grande (N es el nu´mero de campos escalares de materia presentes en el modelo). Como
pudimos demostrar en este cap´ıtulo no importa cua´n grande es N, no hay pe´rdida de coherencia
si uno no considera el efecto de las fluctuaciones cua´nticas del dilato´n y/o de la geometr´ıa para
el modelo CGHS. Para modelos ma´s generales, donde existe un acoplamiento entre el dilato´n y el
campo de materia, la misma interaccio´n asegura la aparicio´n de una parte imaginaria en la accio´n
de influencia y el efecto de pe´rdida de coherencia esta´ asegurado.
Cap´ıtulo 5
Las ecuaciones de Einstein - Langevin
Como dijimos anteriormente, las ecuaciones semicla´sicas para la gravedad son la generalizacio´n
de las ecuaciones de Einstein cuando la materia, fuente de estas ecuaciones, es considerada
cua´nticamente. La fuente de estas ecuaciones es el valor de expectacio´n de vac´ıo del tensor
de energ´ıa-impulso de los campos de materia. Debido a la presencia de divergencias en la teor´ıa
(dado que la relatividad general no es una teor´ıa renormalizable), la ecuacio´n semicla´sica (4.1) del
cap´ıtulo anterior usualmente se escribe como
1
8πG
[
Rµν − 1
2
Rgµν
]
− αH(1)µν − βH(2)µν = T clasµν + 〈Tµν〉, (5.1)
donde los te´rminos proporcionales a
H(1)µν = [4R;µν − 4gµν2R] +O(R2), (5.2)
H(2)µν = [4Rµ
α
;να − 22Rµν − gµν2R] +O(R2), (5.3)
provienen de te´rminos cuadra´ticos en la curvatura presentes en la accio´n gravitatoria, los cuales
son necesarios para renormalizar la teor´ıa.
94 Las ecuaciones de Einstein - Langevin
Este teor´ıa, que asume a la gravedad como a un campo cla´sico, es va´lida para escalas mayores
que la de Planck y cuando las fluctuaciones cua´nticas del tensor de energ´ıa-impulso son pequen˜as
respecto al valor medio, es decir que cuando vale [54]
〈Tµν(x)Tρσ(y)〉 ≈ 〈Tµν(x)〉〈Tρσ(y)〉, (5.4)
por lo tanto la descripcio´n semicla´sica no ser´ıa apropiada para aquellos estados de campo en
los cuales el tensor de energ´ıa-impulso presenta fluctuaciones grandes. Estas fluctuaciones, sin
embargo, pueden tenerse en cuenta incluyendo un te´rmino estoca´stico adicional del lado derecho
de (5.1) [62, 86, 87]. Estos te´rminos de ruido adicionales provienen de la parte imaginaria de la
accio´n efectiva de camino temporal cerrado; por lo tanto las ecuaciones de Einstein semicla´sicas
pasan a ser ecuaciones de Einstein-Langevin, que incluyen efectos tanto disipativos como difusivos
de los campos de materia sobre la geometr´ıa del espacio-tiempo.
Estas ecuaciones de Einstein-Langevin (EEL) fueron derivadas en la literatura, para pertur-
baciones pequen˜as de la me´trica con acoplamiento conforme a campos escalares sin masa sobre un
fondo plano [87], y en escenarios cosmolo´gicos, para campos masivos en universos de Robertson-
Walker planos [88], o en modelos de Bianchi-I [89]. En este cap´ıtulo presentamos una derivacio´n
de las EEL para un campo cua´ntico, en una expansio´n covariante en potencias de la curvatura. En
particular, mostramos que cuando el campo escalar no tiene masa, las EEL esta´n completamente
determinadas por la dependencia de las constantes de la teor´ıa con la escala de energ´ıa, a trave´s de
las ecuaciones del grupo de renormalizacio´n (que llamaremos “escaleo” de las constantes). Para
campos masivos, el escaleo no es suficiente para obtener la EEL y es necesario utilizar me´todos
ma´s complejos.
5.1 La accio´n efectiva Eucl´ıdea
Consideramos un campo escalar masivo sobre un fondo curvo Eucl´ıdeo cla´sico en cuatro dimen-
siones. La accio´n cla´sica esta´ dada por
S = Sgrav + Smateria, (5.5)
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donde
Sgrav = −
∫
d4x
√
g
[
1
16πG0
(R− 2Λ0) + α0R2 + β0RµνRµν
]
, (5.6)
y
Smat =
1
2
∫
d4x
√
g[∂µφ∂
µφ+m2φ2 + ξRφ2]. (5.7)
Como antes, ξ es la constante de acoplamiento a la curvatura del espacio-tiempo. G0, Λ0 y las
constantes adimensionales α0 y β0 son las constantes desnudas.
La accio´n efectiva para esta teor´ıa es un objeto no-local complicado. Esta´ definida integrando
funcionalmente sobre el campo escalar de materia, y como vimos en el cap´ıtulo anterior, formal-
mente podemos definirla como:
e−Sef = N
∫
Dφ e−S[gµν ,φ], (5.8)
donde N es una constante de normalizacio´n.
Este ca´lculo es obviamente imposible de realizar de manera exacta, y en consecuencia uno
de los problemas fundamentales consiste en hallar esquemas aproximados para las ecuaciones
efectivas en teor´ıa de campos. Dos de estos esquemas esta´n representados por los desarrollos
perturbativos de campo de´bil y por la te´cnica de Schwinger-de Witt [52, 90]. Cada una de ellas
tiene sus ventajas y desventajas. En particular, la teor´ıa de perturbaciones no es covariante, y
la te´cnica de Schwinger-de Witt no puede producir te´rminos no-locales en la accio´n efectiva. A
partir de estas observaciones, Barvinsky y Vilkovisky propusieron un me´todo aproximado para
evaluar la accio´n efectiva, basado en una expansio´n covariante en potencias de la curvatura [91].
En general, la accio´n efectiva a orden cuadra´tico en la expansio´n en potencias de la curvatura
tendra´ la siguiente estructura [74]
Sef = −
∫
d4x
√
g
[
1
16πG
R+ α R2 + β Rµν R
µν
]
+
1
32π2
∫
d4x
√
g [F0 R+R F1(2) R+Rµν F2(2) R
µν + ...] , (5.9)
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donde los puntos suspensivos representan te´rminos cu´bicos en la curvatura. Por simplicidad
hemos omitido el te´rmino relacionado con la constante cosmolo´gica. Adema´s en la ecuacio´n (5.9)
las constantes desnudas de (5.6) han sido reemplazadas por constantes “vestidas”.
Toda la informacio´n acerca de los efectos de los campos cua´nticos esta´ contenida en la constante
F0 y en los llamados factores de forma F1 y F2. Los factores de forma, en general, son funciones
no-locales constru´ıdas con el operador 2 y los para´metros ξ y m2. Adema´s, F1 y F2 dependen
tambie´n de la escala de energ´ıa µ, usualmente introducida en el proceso de regularizacio´n.
5.1.1 Caso no-masivo
Por medio de las ecuaciones del grupo de renormalizacio´n, las constantes de acoplamiento vestidas
dependen de la escala de energ´ıa µ de la siguiente forma [52]:
µ
dG
dµ
=
G2m2
π
(
ξ − 1
6
)
, (5.10)
µ
dα
dµ
= − 1
32π2
[(
1
6
− ξ
)2
− 1
90
]
, (5.11)
µ
dβ
dµ
= − 1
960π2
. (5.12)
La dependencia de F0, F1 y F2 con µ debe ser tal que la ecuacio´n completa no dependa
de µ. Por ejemplo, a partir de las ecuaciones (5.9) y (5.10) es inmediato demostrar que F0 =
m2 ln
(
m2
µ2
)
(ξ − 16) + constante.
Cuando el campo escalar no tiene masa, la informacio´n provista por las ecuaciones del grupo de
renormalizacio´n es suficiente para determinar completamente los factores de forma. En particular,
como las funciones Fi, i = 1, 2 son funciones de dos puntos adimensionales, mediante ana´lisis
dimensional es simple ver que Fi(2, µ
2, ξ) = Fi(
2
µ2
, ξ). Usando este hecho en la ecuacio´n (5.9), las
ecuaciones (5.11) y (5.12) y el hecho que Sef debe ser independiente de µ, es posible obtener
−µdα
dµ
+ µ
dF1(−2/µ2)
dµ
= 0,
−µdβ
dµ
+ µ
dF2(−2/µ2)
dµ
= 0,
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por lo tanto, es simple demostrar que:
F1(2) =
1
2
[
(ξ − 1
6
)2 − 1
90
]
ln
[−2
µ2
]
+ constante,
F2(2) =
1
60
ln
[−2
µ2
]
+ constante. (5.13)
En consecuencia, la accio´n efectiva en este caso adquiere una clara interpretacio´n: es la accio´n
cla´sica donde las constantes de acoplamiento α y β se reemplazan por funciones de dos puntos
(no-locales) que tienen en cuenta el “escaleo” en el espacio de configuraciones [62].
5.1.2 Caso masivo
La situacio´n se vuelve ma´s compleja cuando el campo escalar es masivo. Los factores de forma
dependen tambie´n del para´metro m2/µ2, y por lo tanto no alcanza con imponer que la accio´n
efectiva sea independiente de µ para conocer los factores de forma completamente. Estos factores
de forma han sido calculados expl´ıcitamente por medio de desarrollos covariantes en potencias
de la curvatura [91], o mediante una resumacio´n de la expansio´n de Schwinger-de Witt [74]. La
expresio´n de dichas funciones es:
Fi(2) =
∫ 1
0
dγ χi(ξ, γ) ln
[
m2 − 14(1− γ2)2
µ2
]
, (5.14)
donde
χ1(ξ, γ) =
1
2
[
ξ2 − 1
2
ξ(1− γ2) + 1
48
(3− 6γ2 − γ4)
]
,
χ2(ξ, γ) =
1
12
γ4. (5.15)
Obviamente estos factores de forma coinciden con los de la ecuacio´n (5.13) en el caso no-masivo.
A esta altura es muy u´til introducir una representacio´n integral para las funciones de dos
puntos de las ecuaciones (5.13) y (5.14) para poder interpretarlas es te´rminos del propagador
Eucl´ıdeo (de la misma manera que obtuvimos la accio´n efectiva CTC al final del cap´ıtulo anterior).
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Ba´sicamente, el logaritmo del operador 2 puede escribirse en te´rminos del propagador Eucl´ıdeo
masivo
ln
[
m2 − 14(1− γ2)2
µ2
]
=
[
ln
(1− γ2)
4
+
∫ ∞
0
dz
(
1
z + µ2
−G(z)E
)]
, (5.16)
con
G
(z)
E =
1
z + 4m
2
(1−γ2) −2
. (5.17)
A partir de esta representacio´n, la construccio´n de la accio´n efectiva de camino temporal cerrado
sigue el mismo camino que el que empleamos anteriormente.
5.2 La accio´n efectiva de camino temporal cerrado
Reemplazando el propagador Eucl´ıdeo por el de Feynman en la representacio´n integral (5.16)
obtenemos la accio´n efectiva in-out usual. Sin embargo, nosotros queremos obtener la accio´n
efectiva CTC que provee de ecuaciones de movimiento reales y causales, a la vez de hacer expl´ıcita
la presencia de fluctuaciones estoca´sticas. Como ya mencionamos, esta accio´n esta´ definida por la
ecuacio´n (4.53), reemplazando los propagadores Eucl´ıdeos por los del CTC, como realizamos en
(4.54).
Las condiciones de contorno, como antes, implican que φ+ y φ− deben tener modos de fre-
cuencia negativa y positiva respectivamente, en el pasado remoto y deben coincidir sobre una
hipersuperficie espacial en el futuro; por lo tanto la dependencia con esta superficie Σ parece
ser nuevamente crucial para el ca´lculo de la AECTC. Sin embargo, debemos notar que en este
caso estamos calculando la accio´n efectiva utilizando un desarrollo covariante en potencias de la
curvatura hasta el orden cuadra´tico. Entonces, como los factores de forma esta´n presentes en los
te´rminos de orden R2 de la accio´n, los propagadores que intervienen en el ca´lculo de la AECTC,
son simplemente los correspondientes al espacio-tiempo plano; la discusio´n del cap´ıtulo anterior
(donde estabamos calculando la AECTC de manera exacta para modelos bi-dimensionales) acerca
de la dependencia con Σ deja de tener importancia en este caso.
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En consecuencia, podemos introducir coordenadas normales de Riemann y escribir los propa-
gadores como los planos (con signatura (−,+,+,+))
GF(x, y) =
∫
d4p
(2π)4
eip(x−y)
p2 +m2 − iǫ = G
⋆
D(x, y), (5.18)
G±(x, y) = ∓
∫
d4p
(2π)4
eip(x−y)2πiδ(p2 −m2)θ(±p0), (5.19)
reemplazando la masa m2 por 4m
2
1−γ2 + z.
Realizando la integracio´n en el para´metro z de la representacio´n integral, podemos escribir
ln

 4m2(1−γ2) −2
µ2


CTC
=


∫ d4p
(2π)4 e
ip(x−y) ln
[
(1−γ2)(p2−iǫ)+4m2
µ2
]
t, t′ en C+∫ d4p
(2π)4 e
ip(x−y) ln
[
(1−γ2)(p2+iǫ)+4m2
µ2
]
t, t′ en C−∫ d4p
(2π)4
eip(x−y)2πiθ(p0)θ
(
−p2 − 4m2
1−γ2
)
t en C−, t′ en C+
− ∫ d4p(2π)4 eip(x−y)2πiθ(−p0)θ
(
−p2 − 4m21−γ2
)
t en C+, t′ en C−
Gracias a esta representacio´n podemos escribir la AECTC como
SCTCef [g
+, g−] = Srgrav[g
+]− Srgrav[g−]
+
i
8π2
∫
d4x
∫
d4y ∆(x) ∆(y) N1(x, y)
− 1
8π2
∫
d4x
∫
d4y ∆(x) Σ(y) D1(x, y)
+
i
8π2
∫
d4x
∫
d4y ∆µν(x) ∆
µν(y) N2(x, y)
− 1
8π2
∫
d4x
∫
d4y ∆µν(x) Σ
µν(y) D2(x, y), (5.20)
donde ∆ = R
+−R−
2 , Σ =
R++R−
2 , ∆µν =
R+µν−R
−
µν
2 y Σµν =
R+µν+R
−
µν
2 . La accio´n gravitatoria cla´sica
Srgrav contiene las constantes de acoplamiento vestidas, las cuales dependen de µ, y F0 se absorve
en la constante G.
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La parte real e imaginaria de la accio´n efectiva SCTCef pueden asociarse con la disipacio´n y el
ruido respectivamente, como vimos en el Cap´ıtulo 3. Los nu´cleos de disipacio´n Di y de ruido Ni
son:
Di(x, y) =
∫ 1
0
dγχi(ξ, γ)
∫
d4p
(2π)4
cos[p(x− y)] ln
∣∣∣∣∣(1− γ
2)p2 + 4m2
µ2
∣∣∣∣∣ , (5.21)
Ni(x, y) =
∫ 1
0
dγχi(ξ, γ)
∫
d4p
(2π)4
cos[p(x− y)]θ
(
−p2 − 4m
2
1− γ2
)
. (5.22)
5.3 Disipacio´n y ruido: las ecuaciones de Einstein-Langevin
Dada su definicio´n, la parte imaginaria de la AECTC es definida positiva. Esto puede ponerse de
manifiesto escribiendo la parte imaginaria en te´rminos del tensor de Weyl Cµναβ y el escalar de
curvatura R por medio de la relacio´n CµναβC
µναβ = 2RµνR
µν − 2/3R2. Por lo tanto es sencillo
ver que la parte imaginaria de la accio´n efectiva es definida positiva:
∫
d4p |∆(p)|2 A (ξ − A
2
12
− 1
4
)2 +
∫
d4p |∆µναβ(p)|2 B, (5.23)
donde A =
∫ 1
0 dγ θ(p
2 − 4m2(1−γ2)) > 0, y B =
∫ 1
0 dγ
γ4
12 θ(p
2 − 4m2(1−γ2)) > 0.
La parte imaginaria de la AECTC puede asociarse con la presencia de fuentes estoca´sticas
cla´sicas de ruido η(x) y ηµναβ(x), donde este u´ltimo tensor tiene las simetr´ıas del de Weyl. Como
es usual, esta parte imaginaria puede re-escribirse como:
∫
Dη(x)
∫
Dηµναβ(x)P [η, ηµναβ ] exp
(
i
{
∆(x) η(x) + ∆µναβ η
µναβ
})
= exp
{
−
∫
d4x
∫
d4y
[
∆(x)N˜ (x− y)∆(y) + ∆µναβ(x)N2(x− y)∆µναβ(y)
]}
, (5.24)
donde N˜(x, y) = N1(x, y)+1/3N2(x, y) y ∆µναβ =
1
2(C
+
µναβ −C−µναβ). Adema´s P [η, ηµναβ ] es una
distribucio´n de probabilidad Gaussiana determinada por
P [η, ηµναβ ] = A exp
{
−1
2
∫
d4x
∫
d4yη(x)
[
N˜(x, y)
]−1
η(y)
}
× exp
{
−1
2
∫
d4x
∫
d4yηµναβ(x) [N2(x, y)]
−1 ηµναβ(y)
}
, (5.25)
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donde A es un factor de normalizacio´n.
Por lo tanto, podemos definir la accio´n efectiva Aef como
exp{iSef} =
∫
DηDηµναβP [η, ηµναβ ] exp {iAef [∆,∆µναβ ,Σ,Σµν , η, ηµναβ ]} , (5.26)
donde
Aef = ReS
CTC
ef +
∫
d4x[∆(x)η(x) +∆µναβ(x)η
µναβ ]. (5.27)
Las ecuaciones de movimiento δAef
δg+µν
∣∣∣∣
g+µν=g
−
µν
= 0, que son las ecuaciones de Einstein-Langevin
quedan
1
8πG
(
Rµν − 1
2
gµνR
)
− α˜ H(1)µν − β˜ H(2)µν
= − 1
32π2
∫
d4y D1(x, y) H
(1)
µν (y)−
1
32π2
∫
d4y D2(x, y) H
(2)
µν (y)
+gµν2η − η;µν + 2ηµανβ ;αβ , (5.28)
donde α˜ y β˜ difieren de α y β en una constante finita que depende de ξ. Como fuentes de
estas ecuaciones tenemos al valor medio del tensor de energ´ıa-impulso del campo escalar ma´s una
correccio´n estoca´stica caracterizada por las funciones de correlacio´n
〈η(x)η(y)〉 = N˜(x, y)
〈ηµναβ(x)ηρσλθ(y)〉 = TµναβρσλθN2(x, y), (5.29)
donde el tensor Tµναβρσλθ es una conbinacio´n lineal de productos de las me´tricas que conserva las
simetr´ıas de Weyl [87]:
Tµναβρσλθ ≡ 1
24
{
8
[
ηρ[µην]σηλ[αηβ]θ + ηρ[αηβ]σηλ[µην]θ + ηα[µην]βηλ[ρησ]θ
]
+ 4
[
ηρ[µηβ]σηλ[αην]θ + ηρ[µηα]σηλ[νηβ]θ + ηρ[νηα]σηλ[βηµ]θ + ηρ[βην]σηλ[αηµ]θ
]
− 3
[
ηµα
(
ηρλησ(νηβ)θ + ησθηρ(νηβ)λ − ησληρ(νηβ)θ − ηρθησ(νηβ)λ
)
+ ηνβ
(
ηρλησ(µηα)θ + ησθηρ(µηα)λ − ησληρ(µηα)θ − ηρθησ(µηα)λ
)
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− ηνα
(
ηρλησ(µηβ)θ + ησθηρ(µηβ)λ − ησληρ(µηβ)θ − ηρθησ(µηβ)λ
)
−ηµβ
(
ηρλησ(νηα)θ + ησθηρ(νηα)λ − ησληρ(νηα)θ − ηρθησ(νηα)λ
)]}
. (5.30)
A partir de la ecuacio´n (5.28) podemos definir el tensor de energ´ıa-impulso efectivo
T efµν = 〈Tµν〉+ T estµν = 〈Tµν〉+ gµν2η − η;µν + 2ηµανβ ;αβ , (5.31)
donde 〈Tµν〉 es el valor de espectacio´n cua´ntico para el campo de materia y T estµν es la contribucio´n
de la fuerza estoca´stica, la que aparece debido a la presencia de los nu´cleos de ruido escalar N˜ y
tensorial N2. En el caso no-masivo y de acoplamiento conforme, el nu´cleo de ruido escalar
N˜(x, y) =
1
2
∫ 1
0
dγ

(ξ − (1− γ2)
4
)2
− γ
4
36

∫ d4p
(2π)4
cos[p(x− y)]θ
(
−p2 − 4m
2
1− γ2
)
, (5.32)
se anula y por lo tanto (Tµ
µ)est = 0, debido a que la fuente de ruido ηµναβ tiene traza nula. Esto
significa que no existe correccio´n estoca´stica a la anomal´ıa de traza [62].
5.4 Discusio´n
En el presente cap´ıtulo hemos mostrado co´mo los efectos de ruido aparecen en los modelos
semicla´sicos en cuatro dimensiones a trave´s del ca´lculo de la accio´n efectiva de camino tem-
poral cerrado. Un nuevo te´rmino estoca´stico no trivial se agrega a las fuentes de las ecuaciones
de Einstein semicla´sicas.
Como hemos mostrado, la parte imaginaria de la accio´n efectiva (o alternativamente de la
funcional de influencia) juega un rol muy importante en el estudio de la transicio´n cua´ntico-
cla´sica, dado que el proceso de pe´rdida de coherencia queda puesto en evidencia a partir de la
funcional de Hartle y Gell-Mann. En el presente caso, la parte imaginaria ha sido escrita en
te´rminos de dos nu´cleos de ruido. El ana´lisis de dichos nu´cleos permite un mayor entendimiento
del proceso de pe´rdida de coherencia y por lo tanto de la validez de la aproximacio´n semicla´sica.
En particular, estudiamos algunos casos de intere´s. En el caso no-masivo, N˜ es proporcional
a (ξ − 1/6)2 y se anula para acoplamiento conforme. Por lo tanto este te´rmino esta´ presente so´lo
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cuando el campo es masivo y/o cuando el acoplamiento no es conforme. Esto es de esperar, dado
que la parte imaginaria de la AECTC esta´ directamente relacionada con la creacio´n de part´ıculas.
Para campos sin masa y acoplados de manera conforme, la creacio´n de part´ıculas so´lo tiene lugar si
el espacio-tiempo no es conformemente plano. En consecuencia, en ese caso la u´nica contribucio´n
a la parte imaginaria de la AECTC es la proporcional al cuadrado del tensor de Weyl. Cuando
los campos son masivos y/o no esta´n acoplados conformemente, la creacio´n de part´ıculas existe
au´n cuando el tensor de Weyl es nulo. Esto explica la aparicio´n de un te´rmino proporcional a R2
en la parte imaginaria de la AECTC.
Cap´ıtulo 6
Conclusiones
La motivacio´n general de la presente Tesis fue avanzar en la comprensio´n del origen y de los
mecanismos por los cuales la transicio´n cua´ntico-cla´sica tiene lugar en teor´ıa de campos. En
particular, utilizando una extensio´n del formalismo de la funcional de influencia de Feynman y
Vernon para teor´ıa de campos, estudiamos este proceso para campos escalares en el espacio de
Minkowski y para campos escalares acoplados a geometr´ıas arbitrarias con el objeto de entender
la transicio´n “a lo cla´sico” de modelos de gravedad cua´ntica. Estudiamos el mecanismo de pe´rdida
de coherencia como primer paso hacia un entendimiento global del proceso de transicio´n cua´ntico-
cla´sica en teor´ıa de campos.
A partir de los resultados conocidos para la part´ıcula Browniana cua´ntica, hemos obtenido la
accio´n efectiva de granulado grueso para los modos de frecuencia baja integrando los modos de
alta frecuencia de un campo escalar con autointeraccio´n. En consecuencia, gracias a la funcional
de influencia de Feynman y Vernon obtuvimos los coeficientes de difusio´n de la ecuacio´n maestra.
Adema´s, evaluamos las ecuaciones de movimiento para el campo-sistema, las cuales incluyen
efectos tanto disipativos como difusivos gracias al acoplamiento con el entorno.
Como sistema y entorno son dos sectores de un mismo campo escalar, los resultados dependen
fuertemente del “taman˜o” de estos sectores, el cual esta´ determinado por la longitud de onda cr´ıtica
Λ−1. Los resultados obtenidos para el espacio de Minkowski pueden generalizarse inmediatamente
para el espacio-tiempo de de Sitter cuando el campo escalar es no-masivo y esta´ acoplado de manera
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conforme a la geometr´ıa. En ese caso mostramos que, cuando la longitud de onda cr´ıtica es igual
al radio de Hubble, todos los modos del sistema sufren pe´rdida de coherencia y por lo tanto la
transicio´n a lo cla´sico se torna posible.
Posteriormente, como primer paso hacia la comprensio´n del proceso de transicio´n cua´ntico-
cla´sica en modelos de gravedad cua´ntica, aplicamos el me´todo de la funcional de influencia a
modelos de gravedad escalar-tensorial en dos dimensiones, considerando el re´gimen semicla´sico,
donde la geometr´ıa es un objeto cla´sico, mientras que los campos de materia se consideran de natu-
raleza cua´ntica. Estos modelos bi-dimensionales presentan simplificaciones importantes respecto
a los modelos generales en cuatro dimensiones.
En primer lugar consideramos el modelo CGHS. En ese caso hemos mostrado que la accio´n
de influencia puede calcularse exactamente y que es un objeto fuertemente dependiente de la
hipersuperficie Σ donde se empalman las geometr´ıas. En particular, en la medida conforme la
accio´n efectiva de camino temporal cerrado puede escribirse como la diferencia entre las acciones
de Polyakov en cada rama temporal ma´s una integral sobre Σ.
Utilizamos esta accio´n de influencia para derivar las ecuaciones de movimiento semicla´sicas.
Estas ecuaciones son reales, causales y no-locales, y se tornan locales en la medida conforme. La
derivacio´n de estas ecuaciones no es trivial debido a la dependencia con la me´trica de las funciones
de Green. Este es un hecho muy importante porque permite extender el ca´lculo a casos donde no se
puede determinar el 〈Tµν〉 utilizando la ley de conservacio´n y la anomal´ıa de traza u´nicamente. En
referencia a este u´ltimo caso mostramos co´mo obtener el tensor de energ´ıa-impulso para modelos
donde el dilato´n aparece acoplado al campo escalar de materia. En estos modelos el 〈Tµν〉 no se
conserva y la anomal´ıa de traza no lo determina completamente. Seguidamente extendimos la
discusio´n al ca´lculo correcto de la radiacio´n de Hawking y otros observables f´ısicos en este modelo.
Hemos estudiado la transicio´n cua´ntico-cla´sica en modelos cosmolo´gicos. La funcional de
influencia no tiene una parte imaginaria para algunas superficies de empalme, y en consecuencia
la aproximacio´n semicla´sica no es va´lida en estos modelos.
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La aproximacio´n semicla´sica puede obtenerse de manera consistente cuando inclu´ımos en la
cuantizacio´n al dilato´n para el modelo CGHS [67], o cuando estudiamos la funcional de influencia
para campos escalares masivos y/o acoplados al dilato´n o no conformemente a la geometr´ıa.
Por otro lado, es necesario mencionar que la geometr´ıa en los modelos bi-dimensionales esta´
determinada por la me´trica y el dilato´n. Por ejemlo, cuando restringimos los modelos en cuatro
dimensiones con simetr´ıa esfe´rica (como el u´ltimo ejemplo del cap´ıtulo), el dilato´n es parte de la
geometr´ıa dado que e−2φ es el radio de la dos-esfera. En general, en el modelo CGHS, los lazos
asociados a las fluctuaciones cua´nticas del dilato´n y de la me´trica eran ignorados argumentando el
l´ımite de N grande (N es el nu´mero de campos escalares de materia presentes en el modelo). Como
pudimos demostrar en Cap´ıtulo 4 no importa cua´n grande es N, no hay pe´rdida de coherencia si
uno no considera el efecto de las fluctuaciones cua´nticas del dilato´n y/o de la geometr´ıa para el
modelo CGHS. Para modelos ma´s generales, donde existe un acoplamiento entre el dilato´n y el
campo de materia, la misma interaccio´n asegura la aparicio´n de una parte imaginaria en la accio´n
de influencia y el efecto de pe´rdida de coherencia esta´ asegurado.
Finalmente, en el Cap´ıtulo 5 hemos estudiamos modelos semicla´sicos en cuatro dimensiones,
donde la me´trica cla´sica esta´ acoplada arbitrariamente a campos escalares masivos. Como men-
cionamos a lo largo de la presente Tesis, las ecuaciones de Einstein semicla´sicas han sido postuladas
para entender algunos de los efectos que se producen al acoplar campos cua´nticos con geometr´ıas
de naturaleza cla´sica. Estas ecuaciones no proveen una descripcio´n completa del problema, dado
que podemos considerar estados cua´nticos de los campos de materia con fluctuaciones tales que
dicha descripcio´n se vuelva totalmente inadecuada. Una manera de tener en cuenta la presencia de
dichas fluctuaciones implica evaluar las correcciones estoca´sticas que se inducen en las ecuaciones
de movimiento de las variables cla´sicas. De la misma manera que la ecuacio´n asociada de Langevin
aparece en el movimiento Browniano cua´ntico (Cap´ıtulo 2), o las ecuaciones del tipo Langevin que
dedujimos para el modelo de teor´ıa campos en el espacio plano (Cap´ıtulo 3), estas fluctuaciones
deben tenerse en cuenta como nuevas fuentes en las ecuaciones de Einstein semicla´sicas.
Las fuentes estoca´sticas provienen de la parte imaginaria de la accio´n efectiva de camino
temporal cerrado que, en este modelo semicla´sico es ba´sicamente la accio´n de influencia. Esta
parte imaginaria de la accio´n efectiva juega tambie´n un rol muy importante en el estudio de la
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transicio´n cua´ntico-cla´sica, dado que el proceso de pe´rdida de coherencia queda puesto en evidencia
a partir de los nu´cleos de ruido de la accio´n de influencia y se ve claramente debido a la relacio´n
de e´sta con la funcional de pe´rdida de coherencia de Hartle y Gell-Mann.
El ana´lisis de los nu´cleos de ruido permite una comprensio´n mayor del proceso de pe´rdida de
coherencia y por lo tanto de la validez de la aproximacio´n semicla´sica.
Para campos sin masa y acoplados de manera conforme, la creacio´n de part´ıculas so´lo tiene
lugar si el espacio-tiempo no es conformemente plano. En consecuencia, en ese caso la u´nica
contribucio´n a la parte imaginaria de la AECTC es la proporcional al cuadrado del tensor de
Weyl. Cuando los campos son masivos y/o no esta´n acoplados conformemente, la creacio´n de
part´ıculas existe au´n cuando el tensor de Weyl es nulo. Esto explica la aparicio´n de un te´rmino
proporcional a R2 en la parte imaginaria de la AECTC.
Por u´ltimo quisie´ramos sen˜alar que el estudio de las transiciones de fase y la formacio´n de
defectos topolo´gicos en teor´ıa de campos, ha cobrado gran intere´s en los u´ltimos tiempos, debido
quizas, a que los resultados esperados de estos modelos teo´ricos tienen relevancia, tanto para
f´ısica de altas energ´ıas como para sistemas de materia condensada. La funcional de influencia
extensamente estudiada en los cap´ıtulos previos, es una herramienta fundamental para el ana´lisis
teo´rico de tales feno´menos. Es necesaria para la comprensio´n de por que´ el para´metro de orden
de la transicio´n se vuelve cla´sico y para estudiar la dina´mica de los defectos topolo´gicos que
se generan, donde el objeto de importancia es el valor del campo (cla´sico) promediado en una
regio´n finita del espacio. La funcional de influencia, por lo visto en esta Tesis, puede aportar
importantes resultados al estudio de las transiciones de fase en teor´ıa de campos. Actualmente
estamos investigando este tema [45].
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